
LÖSNINGSFÖRSLAG	  TILL	  LEKTIONSUPPGIFTERNA	  –	  LEKTION	  6−7	  

	   	   1	  

Några allmänna kommentarer gällande flera av lösningarna: 

• Genomgående används kausala signaler och kausala system, vilket innebär att det är den enkelsidiga 
laplacetransformen som används.  
Bokens författare väljer oftast att inte ange konvergensområde i transformberäkningarna, eftersom 
detta vanligen är uppenbart när det är den enkelsidiga laplacetransformen som används. Vid 
beräkningarna bör dock du ange konvergensområdet, åtminstone i de fall där man skall 
   1) Dra slutsatser om systemegenskaper baserat på H(s). 
   2) Inverstransformera laplacetransformer för att erhålla motsvarande tidssignal eller impulssvar.  

• I lösningarna använder sig författaren av olika transformpar och olika transformegenskaper, men anger 
inte alltid vilka samband som används. Det bör dock framgå vid koll i tabellerna vilka de aktuella 
sambanden är. 

• OBS:  Där det i lösningsförslagen står  H jω( ) , så kan du lika gärna skriva  H ω( ) !  

  Författaren skriver  H jω( )  eftersom boken går igenom laplacetransformen före  

  fouriertransformen, men i kursen behandlar vi fouriertransformen före laplacetransformen.  

 

       

 



LÖSNINGSFÖRSLAG	  TILL	  LEKTIONSUPPGIFTERNA	  –	  LEKTION	  6−7	  

	   	   2	  

                   
⇒ Y s( ) = s2 + 32s + 50

s s2 + 6s + 25( ) =
2
s
+ −s + 20
s2 + 6s + 25

= 2 ⋅ 1
s
− s + 3
s + 3( )2 + 42

+ 23
4
⋅ 4
s + 3( )2 + 42

Konvergensområde: Re{s} > 0  

                         Tab. 4.1, transformpar 2, 9a & 9b ger då  

                        
y t( ) = 2 − e−3t cos 3t( ) + 23

4
e−3t sin 3t( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ u t( ) = 2 − e−3t cos 3t( )− 23

4
sin 3t( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
u t( )

 
 

         

(4t) (4t) (4t) (4t) 

     (                            )u(t) 
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Dvs.  Y s( ) = Yzi s( ) +Yzs s( ), där

Yzi s( ) = s + 7
s2 + 6s + 25

= s + 3
s + 3( )2 + 42

+ 4
s + 3( )2 + 42

, Konv.område: Re{s} > −3
 

    

Yzs s( ) = 25s + 50
s s2 + 6s + 25( ) =

2
s
+ −2s +13
s2 + 6s + 25

= 2 ⋅ 1
s
− 2 ⋅ s + 3

s + 3( )2 + 42
+ 19

4
⋅ 4
s + 3( )2 + 42

,    Konv.område Re{s} > 0  

 
                  Tab. 4.1, transformpar 2, 9a & 9b ger då  

                    
 

y t( ) = yzi t( ) + yzs t( )

= e−3t cos 3t( ) + sin 3t( )( )u t( )
yzi t( )

  
+ 2 − e−3t 2cos 3t( )− 19

4
sin 3t( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
u t( )

yzs t( )
    

 

  

(4t) (4t) (4t) (4t) 
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Y s( ) = X s( )H s( ) = 10 2s + 3( )
s s2 + 2s + 5( ) =

6
s
+ −6s + 8
s2 + 2s + 5

= 6 ⋅ 1
s
− 6 s +1

s +1( )2 + 22
+ 7 2

s +1( )2 + 22

 Konv.område Re{s} > 0
 

                  Tab. 4.1, transformpar 2, 9a & 9b ger då  

                    
y t( ) = 6 − e−t 6cos 2t( )− 7sin 2t( )( )( )u t( )  

 

                                                        

= 1
10

6 ⋅ 1
s
− 6 s +1

s +1( )2 + 22 + 7 2
s +1( )2 + 22

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

= 1
10
Y i( ) s( )e−5s ,  där  Y i( ) s( )  är lika med Y s( )  i fall i( )  ovan  

                                   
⇒ y t( ) = 1

10
y i( ) t − 5( ) = 1

10
6 − e− t−5( ) 6cos 2 t − 5( )( )− 7sin 2 t − 5( )( )( )( )u t − 5( )

 

                                 Egentligen behövs inga transformberäkningar i det här fallet.  
                                 Eftersom x i( ) t( ) = 10u t( ) → y i( ) t( ) , så ger LTI-egenskapen att  

                                 x ii( ) t( ) = u t − 5( ) = 1
10

x i( ) t − 5( ) → y ii( ) t( ) = 1
10

y i( ) t − 5( )
 

 

4.3-8 (a)   

   X s( ) = 1
s
− 1
s +1

= 1
s s +1( )  ,  konvergensområde Re{s}>0 

   Y s( ) = X s( )H s( ) = 1
s +1( ) s2 + 9( ) =

1
10

1
s +1

− s
s2 + 32

+ 1
3

3
s2 + 32

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ,  konv.område Re{s} > 0 

   Tab. 4.1, transformpar 5, 8a & 8b   ⇒ y t( )= 1
10

e−t − cos 3t( ) + 1
3
sin 3t( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ u t( )

 
  (b)    y t( ) + 9y t( ) = x t( )  

4.3-6 & 4.3-7: 
”Controllable and observable 
systems”, enligt uppgift  
(se sid. 123) ⇒ eventuella 
sammanfallande/överlappande 
poler och nollställen får inte 
elimineras!  
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Kommentar till 4.3-9 (a), fall (iii): I lösningstexten till (iii) ovan, så står det att insignalen är en fördröjd 
version av insignalen i fall (ii). Eftersom systemet är tidsinvariant, så erhåller vi direkt utsignalen som 
motsvarande förskjutning av utsignalen i fall (ii) – dvs. utan att använda transformberäkningar!  

  

+	  

(	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  )	  
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Kommentarer till 4.4-11 (b):  ”Proper” innebär att nämnarens gradtal > täljarens gradtal 
                     I fall (i) bidrar inte termen 1 till y(0+), för inverstransformen till 1:an är en dirac-impuls och  
                    den är noll vid t = 0+. Motsvarande gäller i fall (ii), där inverstransformen till (s+2) är lika med  
                    dirac:ens derivata plus 2*dirac:en – ingen av dessa är nollskilda vid t = 0+. 
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 e–sT 
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4.7-1 

a) Allmänt: Systemet med systemfunktion  återkopplas med ett system som har 

systemfunktion , se Fig. 4.18d) i boken. Kausalt system antas, vilket innebär att 

konvergensområdet för  är , dvs. det omsluter imaginära axeln. 

Frekvensfunktionen existerar därför och är , vilket innebär att

  
G j0( ) = ω c

j0+ω c
= 1  (= amplitudkaraktäristikens maxvärde) och   

, dvs. motsvarande 3 dB under maxvärdet .  

Följaktligen är 3 dB-gränsvinkelfrekvensen . 

b) Det återkopplade systemets systemfunktion är . 

På motsvarande sätt som i a) erhåller vi  och 

, dvs. det återkopplade systemets  

3 dB-gränsvinkelfrekvens är . 
c) (Notera att det i återkopplingen i bokens figur P4.7-1c) skall stå ”‒0.9” och inte ”0.9”.)  

Det nya återkopplade systemet har systemfunktion ( )
( )

tot 0.11 0.9

ω
ω ω

ω ω
ω

+= =
++ ⋅ −

+

c

c c

c c

c

sH s
s

s

,  

vilket ger  och , dvs.  

3 dB-gränsvinkelfrekvens är   0.1ω c .  

d) Produkten mellan förstärkningen  och bandbredden  (the gain-bandwidth product) är 

konstant  i alla tre fallen ovan.   
(Anm: den nämnda produkten är ett mått på en förstärkares förmåga att förstärka vid olika 
frekvenser och ingår inte som ett särskilt moment i kursen!)  

  
 
 
 
 
 
 
 

 
G s( ) = ω c

s+ω c

 H s( )
 G s( )   Re s{ } > −ω c

 
G jω( ) = ω c

jω +ω c

  
G jω c( ) = ω c

jω c +ω c
= 1

2

  
= 1

2
G jω( )max  

20 10log
1

2
≈ −3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 ω c

  

H tot s( ) = G s( )
1+G s( )H s( ) =

ω c
s+ω c

1+
ω c

s+ω c
⋅9

=
ω c

s+10ω c

  
H tot j0( ) = ω c

j0+10ω c
= 0.1

  
H tot j10ω c( ) = ω c

j10ω c +10ω c   
= 1

2
⋅0.1= 1

2
H tot jω( )max

  10ω c

  
H tot j0( ) = ω c

j0+ 0.1ω c
= 10

  
H tot j0.1ω c( ) = ω c

j0.1ω c + 0.1ω c
= 1

2
⋅10

  H 0( )  ω c

  = 1⋅ω c = 0.1⋅10ω c = 10 ⋅0.1ω c( )

 
±π  om realdelen 4−ω 2  är negativ( )
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Kommentar till 4.8-1: Antag att systemet är kausalt (vilket allmänt kan antas, om inget annat framgår eller 
motsäger detta). Då är systemet stabilt (ty alla polerna i vänster halvplan), dvs. imaginära axeln ingår i 
systemfunktionens konvergensområde, vilket innebär att frekvensfunktionen  existerar.  
Då kan vi beräkna utsignalen enligt nedan! 

a) rad/s. 

,  rad. 

Alternativ (enklare! :) erhålls amplitudskalningen och fasförskjutningen direkt från  

.  

Det stabila LTI-systemet genererar därför den stationära utsignalen 

 
 

b) rad/s igen! 

  

 

c) rad/s. 

  

H j3( ) = j3+ 2
4− 32( ) + j5⋅3

= 2+ j3
5 −1+ j3( ) =

22 + 32 ⋅e
jarctan 3

2

5 −1( )2 + 32 ⋅e
j arctan 3

−1
−π⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= 13
5 10

e
j arctan 3

2
−arctan 3

−1
−π⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

≈ 0.23⋅e− j0.91 = H j3( ) ⋅e jarg H j3( )

  

 
  
⇒ y t( ) ≈10 ⋅0.23cos 2t + 2π

9
− 0.91

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≈ 2.3cos 2t − 0.21( )  

 
 

4.8-2 

   

  
(a) x t( ) = 10u t( ) = 10e0⋅tu t( ) ⇒ y t( ) = yφ t( ) = 10H 0( )e0⋅tu t( ) = 10 3

4
e0⋅tu t( ) = 15

2
u t( )

 
 
  

 H jω( )

  
x t( ) = 5cos 2t + 30°( ) = 5cos 2t + π

6
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⇒ ω = 2

  
H j2( ) = 22 + 4

24 +17 ⋅22 +16
= 2

25
= 2

5   
arg H j2( ) = arctan 2

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− arctan ∞( ) = π

4
− π

2
= − π

4

  

H j2( ) = j2+ 2
4− 22( ) + j5⋅2

= 1+ j
j5

= 2 ⋅e
jπ
4

5⋅e
jπ
2

= 2
5

⋅e
j π

4
−π

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = H j2( ) ⋅e jarg H j2( )

  
y t( ) = 5 H j2( ) cos 2t + π

6
+ arg H j2( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 5

2
5

cos 2t + π
6
− π

4
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 2 cos 2t − π

12
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

  
x t( ) = 10sin 2t + 45°( ) = 10sin 2t + π

4
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ ω = 2

  
⇒ y t( ) = 10 H j2( ) sin 2t + π

4
+ arg H j2( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 10 2

5
sin 2t + π

4
− π

4
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 2 2 sin 2t( )

  
x t( ) = 10cos 3t + 40°( ) = 10cos 2t + 2π

9
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ ω = 3

  

(a) & (b) : Den motsvarande homogena utsignalskomponenten

yφ t( ) =  "steady-state response" = den stationära utsignalskomponenten

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
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       Författaren anger oftast fasen i grader i stället för radianer. Använd radianer! 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   OBS:  
• I första raden i (b)-uppgiftslösningen ovan står det S(j0). Det skall naturligtvis stå H(j0). 

 
Kommentarer fortsätter på nästa sida! 

  

 
y t( ) = yφ t( )

 
y t( ) = yφ t( )

 
y t( ) = yφ t( )

  H 0( )
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• I lösningstexten har författaren använt sig av polvektorer och 
nollställe-vektorer för att beräkna  och  – se 
figuren till höger: Rita, i pol-nollställediagrammet, vektorer från alla 
poler och nollställen till  
s = j0.5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.10-1 Pol-nollställediagrammet med inritade nollställevektorer och polvektorer för  ω ≈ 3 rad/s visas i  
  figuren till vänster nedan. Eftersom längderna för varje par av speglade nollställen/poler är lika, så  
  kommer amplitudkaraktäristiken att bli lika med nivåkonstanten för alla vinkelfrekvenser, dvs.   
    

H jω( ) = 1. Detta är således ett allpassfilter. 
  Faskaraktäristiken: Vid  ω = 0  gäller α = −γ  (dvs. summan av polvinklarna blir 0) och  

   ϕ = 2π − β , vilket innebär att   arg H j0( ) = β +ϕ − γ +α( ) = β + 2π − β( )− γ −γ( ) = 2π  rad.  
  (Notera att α är negativ i figuren nedan!)  
  När ω →∞  så kommer alla nollställe- och polvektorer att vara riktade rakt upp, vilket innebär att  

  
 
α = γ =ϕ = β = π

2
 rad. Vi får alltså (med M = antal nollställen och N = antal poler) det allmänna  

  sambandet 
  
lim
ω→∞

arg H jω( ) = arg nivåkonst.( ) + π
2

M − N( ) = 0+ π
2

2− 2( ) = 0 . 

  Faskaraktäristiken ändras kraftigast runt  ω = 7  rad/s, på grund av att både polen i s = –1 + j7 och  
  nollstället i s = 1 + j7 har tydligast inverkan på fasen där (vinklarna för motsvarande pol-  
  respektive nollställevektor ändras relativt snabbt när man längs ω-axeln ”passerar”  
  polen/nollstället.  

	   	  

  
H j0.5( )   arg H j0.5( )
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Tilläggsuppgiftens lösning: se nästa sida! 
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 50π

 50π   
2 ⋅ s2 + (50π )2

s2 + (100π )2



LÖSNINGSFÖRSLAG	  TILL	  LEKTIONSUPPGIFTERNA	  –	  LEKTION	  6−7	  

	   	   22	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	  

	   	  

 
− 1

4

 
− 1

4

 
− 1

4
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