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Losningar till Kontrollskrivning 2020-10-29

x(t) = Cy,D, | x(t) = X(0) x(t) < X(s) x[n] & X[7] x[n] & X[Q]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
Svar ¢)| by a |[a | b)|d|c)|/d|d|b)|a|b)|d | b | a

Fraga

1. Alternativ a) och b) &r helt orimliga — indexet maste vara ett heltal, och kan inte bero av
skalfaktorn (som ju inte behdver vara ett heltal). Vad skulle t ex hinda med signalen x(+/3t)?

Med tanke pa att Dy dr medelvirdet av signalen x(¢) 6ver en period maste alternativ d) vara fel,
eftersom medelvirdet Dy maste vara samma for %(z).

Rétt svar maste alltsa vara c).

Ett annat sétt att komma fram till detta &r att helt enkelt sitta in % istédllet for 7 1 den komplexa
fourierserien till x(¢). Detta ger
t

X(t) = ZDnejn(DQl — x<§> = ZDnejnth/S?

Nn—-—oo Nn——oo

dir vi ser att det fortfarande dr samma fourierseriekoefficienter, men att grundvinkelfrekvensen
andras. Slutsatsen blir aterigen att c) ar korrekt, dvs D,, = D,,.

Svar: ¢)
2. Det enda vi kan sidga direkt hir ar att pastaende a) inte kan vara det felaktiga, eftersom det
pastaendet maste vara sant om pastaende d) dr sant.

Hir behover vi faktiskt kontrollera att signalen &r periodisk, och dérefter berdkna dess grund-
vinkelfrekvens @y, eftersom den informationen behovs for att avgora huruvida b), ¢), eller d) ar
felaktigt. Med m; = 2T”rad/s, w; =2mrad/s, och 3 = 4?”rad/s far vi
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Eftersom alla kvoter av de ingaende vinkelfrekvenserna #r rationella tal dr signalen periodisk
med en grundvinkelfrekvens som ges av sgd(@;, @y, ®3). Littaste sittet att bestimma @y i det
hir fallet &r att faktorisera vinkelfrekvenserna:
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Genom att identifiera de gemensamma faktorerna (markerade i cinnoberrott) ser vi att grund-
vinkelfrekvensen &dr @y = 21—’5t rad/s. Detta strider mot pastdende b), som alltsa dr felaktigt.

Svar: b)

3. Om grundperiodtiden ir Ty s blir grundvinkelfrekvensen wy = mrad/s.

Eftersom Dy = % ar signalens medelvirde over en period kan vi direkt utesluta alternativen c)
och d), eftersom deras medelvirden dr noll. Udda » kan skrivas som n = 2k — 1 for heltal k, sa
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inne i summan dr positiva, och vi har ett minustecken framfor). Alternativ b) kan déarfor inte
stdimma, utan det korrekta alternativet dr a).

Sitter vi in r = 0 ser vi att x(0) = vilket inte kan bli 1 (alla termerna

Svar: a)

Spidnnande observation: Genom att ta fram de komplexa fourierseriekoefficienterna till funk-
tionen i a), och bekrifta att de blir som angavs 1 uppgiften, ser vi att
o 2 — 1

= m2k—1)2 2 = k=12 4 = (2k—1)2 8"
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Detta dr néra beslédktat med det sa kallade Baselproblemet, att berikna virdet S = Z — . Basel-
n=1 n?

problemet formulerades 1644, och 16stes 90 ar senare av Leonhard Euler. Det &r enkelt att kon-
trollera att serien i problemet dr konvergent (med integraljimforelse, eller jimforelse med serien
med termer ( ) dvs att talet S dr vildefinierat och begrinsat. Vidare visar beridkningen
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att endast en fjardedel av seriens summa kommer fran de termer med jimna index. Tre fjard-

o o . . o . 2 .
edelar kommer alltsd fran de udda indexen, och som vi sdg summerar dessa termer till 7. Vi

. 2 2
kan dirfor 10sa ut S, och fa S = % B =F.

. Eftersom .#{6(¢)} = 1 4r samma for alla @ innehaller () precis lika mycket av alla frekvenser,
och alltsa dr alternativ a) korrekt.

Det gar forstas lika bra att utesluta de andra alternativen. I alternativ b) stimmer det forvisso
att bade cos(wyt) och sin(myt) har allt sitt frekvensinnehall koncentrerat till ® = +ay, men
fouriertransformerna dr trots detta olika:

F{cos(mpt)} = wé(w+ my)+ 7O (0 — @),
F{sin(opt)} = jrd(0+ ap) — jrd (0w — ).

Alternativ c) dr falskt, eftersom rect(r) har dndlig utbredning i tiden medan % {rect(t)} =
sinc (%) inte har 4ndlig utbredning i frekvensdoménen. Det finns med ett minustecken i du-
alitetsegenskapen, vilken innebir att X (@) = .7 {x(t)} <= Z{X(t)} = 2nx(—w), sd alterna-
tiv d) dr felaktigt.

Svar: a)

. Vi skriver ut integralen som definierar den aktuella fouriertransformen, vilken blir
X(0) = F{x(t)} = F{x"(t)} = / S (1)e T dr.

For att relatera denna till fouriertransformen av x(z) behdver vi fa bort konjugatet fran signalen
under integraltecknet. Detta kan vi géra genom att konjugera hela uttrycket under integralteck-
net och samtidigt konjugera hela integralen (konjugeringarna tar ut varandra), vilket ger

X (o) = / (e = ( / (v (e orar)) = ( / x(1)el® dr) = X" (~0).
Slutsatsen blir att alternativ b) &r korrekt.
Svar: b)
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6. Vi kan omedelbart utesluta alternativ a), eftersom signalens belopp ‘%’ — oo ddt — co. Aven

signalen i b) kan uteslutas, da den har fouriertransformen .# {e‘z’ u(t)} = ﬁ

For signalen i c) blir
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och denna geometriska serie divergerar eftersom |Ze_j “" =2<1.

For signalen i d) blir ddremot
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vilket stimmer med den sokta fouriertransformen. I det hir fallet konvergerar den geometriska
serien, eftersom ‘ﬁl = % < 1.

Svar: d)
7. Alternativ a) skulle ha varit korrekt om det hade statt “imagindra axeln” istéllet “enhetscirkeln”,
men det som star stimmer alltsa inte.

Pastaende b) skulle gora laplacetransformen oanvandbar for dubbelsidiga signaler, vilket forstas
ar helt fel.

Pastaende c) ér korrekt, och uttrycker speglingsegenskapen (tidsskalning med skalfaktorn —1).

Pastaende d) ir fel; exempelvis dr signalen x(¢) = ¢'u(t) laplacetransformerbar, men inte abso-
lutintegrerbar.

Svar: ¢)

8. Enkelsidiga laplacetransformen av en derivata fas som

(o)

LX)} = /Ooox'(t) e dr =[x(t)e |5+ . x(t)se™ " dt = sX(s) —x(07).
Later vi nu y(¢) = x'(r) ser vi att
LU0} =2(/(0)} =s2{y(1)} —=3(07) =s2{x' (1)} —='(07) =
=s(sX(s)—x(07)) —X'(07) = s2X (s) —sx(07) —x'(07),
vilket visar att alternativ d) ar korrekt.
Svar: d)
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11.

12.

13.

14.

. Eftersom signalen varken dr hogersidig eller vinstersidig kan vi utesluta alternativ b) och ¢) pa

grund av deras konvergensomraden.

For att vilja mellan alternativ a) och d) transformerar vi signalen, och far

L{x(t)} = L {3e 2 u(t)} +.L{2e  up(—1) } + L {up(—1)} =
3 2 1_3s(s—|—1)—2s(s—|—2)—(s+1)(s+2):

T 542 s+l s s(s+1)(s+2)
35243525 —4s—s?—3s—2  —4s—2
B 53 +352+2s 3352425

vilket dr alternativ d).
Svar: d)

Sambandet i b) dr felaktigt, och de Ovriga dr korrekta. Pastaende b) kan enkelt vederldggas
genom motexemplet 2 {uln]} = Ll’ dir |z] > 1.
Z [

Svar: b)
dX|z]

Z
detta uttryck for att ta reda pa vilken signal det hor ihop med. Utifran definitionen av z-
transformen far vi

Azd);Z[Z] :Azdiz{ ix[”]z_n} :Azi a’iz{x[n] <=

n—-—oo n——oo

Alla svarsalternativen dr pa formen Az

, for olika komplexa konstanter A. Vi skriver om

= Azix[n] (—n)z "' = Azix[n] (—n)z "' =

n=——oo n——oo

= i—Anx[n] 7" =2{—Anx[n]}.

n—-—oo

Ur detta ser vi att A = —1 ger transformparet i a), som alltsa dr korrekt.
Svar: a)
Faktorisering av ndmnaren ger singulédra punkter (poler) iz = —5 och z = % vilket betyder att

inversa z-transformen kommer att innehalla (%)n och (—5)". Detta begrinsar oss till alternativ
b) eller alternativ c).

Termerna som innehéller (%)n och (—5)" maste goras hoger- eller vinstersidiga med hjilp av
u[n] och up[—n] — vilken det skall vara ser vi av konvergensomradesgrinserna. Pa grund av
konvergensomradesgrinsen |z| < | — 5| skall (—5)" kombineras med up[—n], och pa grund av
konvergensomradesgrinsen % < |z| skall 1 kombineras med u[n]. Enda kvarstaende alternativet
som passar in pa detta &r b).

Svar: b)

Bytet fran den komplexa variabeln z till den normerade vinkelfrekvensen Q ges av z = ¢/, och
dessa z-virden, dvs enhetscirkeln, maste ligga i konvergensomradet. Detta gor att alternativ d)
ar korrekt.

Svar: d)

Det dr uppenbart att alternativ b) och alternativ d) i allménhet dr oférenliga, eftersom det inte
ar sikert att x*[n] = x[—n], sa ett av dem maste vara fel.
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Alternativ d) gar litt att kontrollera, da

X[Q = ix[n]e_jgn = X[-Q]= ix[—n]e_j(_g)(_") = F{x[-n]},

n=—oo n——oo

sa alltsa dr alternativ b) felaktigt.
Svar: b)

15. Vi kan omedelbart utesluta alternativ c) eftersom uttrycket dér inte dr periodiskt (eftersom det
inte finns nagot j i exponenten pa forsta termen). Pa samma sitt kan vi utesluta alternativ d),
som visserligen dr periodisk, men med minsta period 67 istéllet for 27.

I alternativ b) kan vi bryta ut e/, och pa vis forenkla uttrycket enligt

2jQ _ pjQ : Qe .
3e el” o 3e lzeJQ.

— e . =€ -
3¢/ —1 3e/2 —1
Detta dr transformen av enbart termen &[n+ 1], sd alternativ b) stimmer inte. Kvar blir alternativ
a).

Det gar forstas dven att komma fram till alternativ a) genom att helt enkelt transformera sig-
nalen. Vi far da

X[Q] = i (5[n+ 1]+ (— %)nu[n])em” -

Nn——o0

=Y 3l e+ Y (= 3) ulal e =
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Svar: a)



