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Losningar till Kontrollskrivning 2022-10-29
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Fraga

2v2 4
1. Alternativ 1: Eftersom signalen dr periodisk maste bade w; = % rad/s och @, = m rad/s

vara heltalsmultiplar av grundvinkelfrekvensen ay.
For vart och ett av fallen har vi féljande.

a) Eftersom

o) :21—‘?rad/s:21—\?:2\/§_£:4\/§¢z
liozrad/s \(—grad/s \lﬁ 15 V2 3

kan vi direkt utesluta a).
b) Eftersom bade

o) _%rad/s_%_%/ﬁ 90—12€Z
\9/—05rad/s %rad/s \9/—3 15 V2
och A
rad/s =% 4
I i L N ez

‘9/—grad/s_ 9£0rad/s LOE T2 V2

kan vi inte direkt utesluta b).
(Anmirkning: Med viss eftertanke skulle vi dock kunna utesluta b) hir, eftersom
sgd(12,20) #£1.)

¢) Alternativ c) kan direkt uteslutas, eftersom varken w; eller w, kan fas som heltalsmul-
tiplar av % rad/s.

d) Eftersom bade

o) :ZT‘?rad/s:%E:Z\/i'% ey
%rad/s %irad/s % 15 2v2
och
o s i 4o
#rad/s ﬁrad/s % W2 2V2

dr alternativ d) mojligt.

Valet star alltsd mellan alternativ b) och alternativ d), och eftersom %ﬁ rad/s > \9/—3 rad/s
skall vi vélja alternativ d).

Alternativ 2: Berikna wy = sgd(w;, @) genom att faktorisera @; och @, och forldnga sa att
alla icke-heltalsfaktorer finns i bada (de roda faktorerna visar vad vi forlangt med):

2f

0 = rad/s =2- \/5 - —rad/s—2 \/_ ~~~~~ 3. grad/s,
4 2V2 1
= ——rad/s = ——rad/s —2\/5— —rad s—2\/_ ----- —rad/s.



Vi ser att @y = sgd(@y, @) =2-v2-1-1-
Svar: d)

zrad/s = rad /s, alltsa alternativ d).

[

. Hér &r det ldttast att jamfora serierna for %(7) och x(2¢), och dirigenom identifiera koefficien-
terna D,,. Vi far da

= ZD” o respektive x(2t) = Z D, /")
n=—oo oo
och eftersom dessa skall vara lika kan vi avlisa att @ = 2@y och D, = D,,, vilket motsvarar
alternativ b).

Svar: b)

. Alternativ 1: Medelvirdesnivan for signalen ges som bekant av Dy. Signalen ar strikt positiv
for alla t, sa Dy > 0 utesluter alternativ b). Signalens maxvirde &r e, och dess medelvérde
maste vara mindre in e, sa vi kan utesluta alternativ d) ocksa.

Den som minns (eller kommer pa att hirleda) egenskapen for spegling, dvs om x(t) < D),
sa giller x(—t) < D_,, ser att alternativ ¢) maste hora till en spegelsymmetrisk signal,
vilket vi inte har, sa vi kan utesluta ¢). Kvar blir alltsa alternativ a).

Alternativ 2: Vi kan beridkna fourierseriekoefficienterna D,, direkt genom D,-integralen. Ef-
tersom grundperiodtiden #r Ty = 1 blir grundvinkelfrekvensen @y = 2xrad/s, och vi far

1 . 1 i e(l_jznn)t 1
D, = —/X(t) e "N qt = / e Tt = | ————
11 0 1—j2mn |,

1—j27n 1
e/ 1 _ _jomn € 1 e—1

T i-j2an 1-j2an T —~—~T1-j2mn 1-j2an 1-j2mn’

Detta visar att ritt alternativ ar a).

Svar: a)

. Alternativ 1: En Diracimpuls har arean ett koncentrerad till en enda punkt (+ = 0) lings t-
axeln, sa nér vi integrerar med ett intervall som innehaller den punkten kommer integralen
fa virdet ett. Sa dr fallet i a) och c). I d) beror integralens virde pa 6vre gransen t — om
t > 0 far vi med Diracimpulsen och integralens virde blir ett, och i annat fall blir integralen
noll, sa det stimmer att integralen blir u(¢). Det felaktiva alternativet ér alltsa b).

Alternativ 2: Vi kan enkelt berikna

F 1 218(0)} = %/_ian(w)dw:/:oS(w)dw: 1 ult),

vilket visar att b) inte stimmer.
Svar: b)

. Alternativ a) verkar suspekt med tanke pa skalfaktorn, men vi behaller den tillsvidare. Alternativ
b) kan direkt uteslutas eftersom signalen vixer obegrinsat och silunda inte dr absolutintegrer-
bar. Alternativ c¢) och d) dr speglade varianter av varandra. Om vi fouriertransformerar nagot
av de kvarvarande alternativen, till exempel c), kommer vi dels att fa svar pa om det skall vara
uo(t) eller u(t), och dels vart tvdan och trean tar vigen. Enligt definitionen blir

F{3eHup(—1)} = / 3eX up(—1) e /P dr = / 3e? ug(—1) e /2 dt

o e(2—jw)]0 3
_3/ 2 IO gy — 3/ jo) gr — 3 S
2— e 2—jO
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eftersom griansvirdet for den undre griansen #r noll. Vi ser hér att rakade vara just alternativ
¢) som gav ritt svar, men om det hade varit a) eller d) istéllet hade vi litt utifran berdkningen
kunnat se vilken det skulle vara.

Svar: c¢)

. Eftersom alternativen &r sa pass olika kiinns det bist att inverstransformera X (@), istéllet for att
transformera de foreslagna signalerna.

Vi borjar alltsa beridkna inverstransformen

]{X( 0)}= ]{u(w+3)—u(a)+l)+u( —1)—u(a)—3)1}

-~ -~

vénstra ”1adan” hogra ”ladan”

= / u(o+3) —u(e+1)+u(o—1)—u(o—3)) e do

3 jor—1 it 3
1/ e do+ - / dodo=1 (|27 4147
gn -3 ) 2n )1 2n Jt ] 3 Jt ]

Vv Vv
vénstra "ladan” hogra ”ladan”

_ .21 t(e—3jt_e—jt+e3jt_ejl) —
Jj2n

1 3 . . .
—— (e ]l_ejl_e—jt 6—3]1 )
j27rt( * )

Detta liknar inte direkt nagot av alternativen, men vi kan atminstone utesluta a) och b), eftersom
de innehaller Heaviside-funktioner, och inte kan ha nagot 7 i nigon nimnare.

For att vilja ritt mellan alternativ ¢) och d) kan vi till exempel skriva om dem med Eulers
formler for sinus och cosinus, och utveckla produkterna:

2 . o : 1 . . . .
it ¢ t - 2]t —2jt JE_ It — (L3t gt ]t =3t
c) ncos( )sinc(z) = >0t 71:( +e (e —e ) j27rt(e el —e e,
2 . . . . 1 . . . .
d il £) si M%) — — = Jjt —jt 2jt =250y — (3t jt __ —jt _ 3]t )
) ncos( ) sinc(2t) 2-4jt-7r(e +e ") (e e ") j47tt(e +el'—e e ")
Allta anges den ritta signalen i alternativ c).
Svar: c¢)
. Alternativ a) kan enkelt vederldggas genom att betrakta den begrinsade signalen x(¢) = —ug(—1),

for vilken vi far Xj(s) = 0 respektive Xy (s) = % med konvergensomrade Re s < 0. Eftersom sig-
nalen x(7) = —up(—1) dr antikausal ser vi att dven alternativ b) ér felaktigt. Vi har inte definierat
enhetssteget for komplexa tal, sa faktorn u(s) gor att alternativ c) faller bort. Kvar blir det kor-
rekta alternativet d).

Svar: d)

. Vi kan omedelbart utesluta de obegrinsade signalerna i alternativ b) och d).
Om vi partialbraksuppdelar X (s) far vi
55—1 S5s—1 3 2

X(s):sz—l _(s+1)(s—1)_s—|—1+s—1'

Polerna ir alltsa s = +1, och eftersom konvergensomradet for en begrinsad signal maste inne-
hélla imaginéra axeln maste —1 < Res < 1. Vi befinner oss alltsa till hdger om polen i braket
S%, som alltsa ger upphov till en hogersidig term. Pa samma sitt skall vi vara till vdnster om
polen i braket S_Ll, som alltsa ger en vanstersidig term. Det maste déarfor vara a) som &r korrekt.

Svar: a)

3(6)



9. Alternativ 1: Om vi multiplicerar ihop ndmnaren i b) ser vi att den blir samma som i d), och
alternativen dr darfor identiska. Det skall enbart finnas ett korrekt alternativ, sa bade b)
och d) maste vara felaktiga.

Genom att laplacetransformera hogerledet i ekvationen,

ﬁ{e—Zl}:/ioe—Zle—stdt:/w

—(s4+2 [=S]
(5520t g, _ [_e (s+ )t} 1
o

s+2 :s—|-2’

ser vi att det behovs en faktor s 42 1 ndmnarpolynomet, vilket inte finns 1 alternativ c).
Det finns didremot 1 alternativ a), som ju har samma nimnarpolynom som b) och d).

Alternativ 2: Vi kan hérleda transformegenskapen for derivering, och anvinda for att transfor-
mera begynnelsevirdesproblemet. Vi berdknar

AN (1)) = /0 oj V(t)e dt = / partialintegration /
= [y(e)e™]5 + /0 Ty e d = —y(07) + 5 (s).

Speciellt ir A{Y (1)} = sY (s) — 2.
Later vi z(¢) = y/(¢) ser vi att

A" (0} = A{Z (1)} =40 (1)}~ (07) =Y (s) - 25— 6.
Begynnelsevirdesproblemet transformeras nu enligt

A1) =340 (1)} +540(0)) = LAl ™)

till
1
2
Y(s)—2s—6—3sY 6-+5Y(s) =
V() = 25— 6= 38¥ (5) + 645 (s) = ——
2
—35+5)Y(s) = 2
= (s°—=3s+5)Y(s) s—|—2+ s
252 +4s+1
2
e (®—3s+5)Y(s) =" ——
(s s+5)Y(s) P,
252 +4s+1 252 +4ds+1

Y(s)= = .
= Y0s) (s+2)(s2—35+5) s—s2—5+10

Svar: a)

10. Sambandet i b) dr felaktigt, da

Z{8n—m)} =Y 8n—mlz" =" £
N——oco0
Alternativt kan vi ga igenom de andra alternativen och se att de stimmer:

Sambandet i a) giller eftersom

o0 —1
Z{ug|—n]} = Zuo[—n] "= Z[" =

Nn—=—oo n—=—oo n

7" = [se formelbladet] = L
=1 11—z

da|z] < L.
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11.

12.

13.
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Sambandet i ¢) stimmer ocksa, ty

]} = Z )'uln]z " =Y (—2)"z"" = [se formelbladet] =

Nn=—oo n=0

da |z] > 2.
Signalen u[n+ 1] —u[n — 1] dr ett f6r n = —1 och for n = 0, och noll f6r 6vrigt. Darfor blir
Z{un+1]—un—1]} = Z [n4+1] —uln—1]) Zz =z+1,
n——oco n——l

dvs dven d) stimmer.

Svar: b)

Alternativ c) dr uppenbarligen fel, eftersom vi inte far vinda signalen i samband med enkelsidig
z-transform (déremot géller sambandet om vi anvinder den dubbelsidiga z-transformen).

For den enkelsidiga z-transformen betraktar vi endast n > 0, och da &r x[n| u[n+ 1] = x[n], vilket
ger Z1{x[n|uln+ 1]} = Z1{x[n]} = X|[z], s alternativ a) ér fel.

For att vilja ritt mellan alternativ b) och c) kan vi till exempel beridkna

Zifafn ) = Lo+ 1] ] < = Lol 1]
n= Vl n=0
= fk=nt1/ =Yz ¢ = Yl
k=1 k=1
= Z(—x[O] + Y x[k] zk> = zX|[z] — zx[0],
k=0
=X

vilket visar att alternativ b) dr det ritta.
Svar: b)

Némnaren till X [z] dr faktoriserad at oss (och ingen av faktorerna kan forkortas bort mot nagot
i tdljaren), sa kan direkt ldsa av polerna z = —1, z = —2, och z = —3. En enkelpol i z = v ger
(som bekant?) upphov till en term i signalen med y" multiplicerat med nagon konstant ganger
u(n] eller up[—n] (beroende pa konvergensomradet). Alternativ a) och c) har fel typ av termer,
och kan dirfor uteslutas. Pa grund av konvergensomradet skall termerna som innehaller (—1)"
och (—2)" viljas kausala och termen som innehaller (—3)" skall viljas antikausal. Detta dr bara
fallet i alternativ b).

Svar: b)

Enhetscirkeln ligger i konvergensomréadet for den angivna z-transformen X [z], sa fouriertrans-
formen fas genom att siitta in z = ¢/ Vi ser att X[z] har tvé singulira punkter, vilka befinner sig
iz=14= %eif 7/2 s nidrmaste punkten pi enhetscirkeln har samma vinkel som en av dessa,
Q = Jrad.

Svar: c¢)
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14. Alternativ a) stimmer, enir

X[Q Zx nje M — X[ Zx (1) — Z {x[—n]}.

n=—o0 n—=-—oo
Det gar dven att, ett i sinder, utesluta de andra alternativen:

. 1 . .
S / X[Q] /20) 4o — / X[Q]e 1% ¢ 4@,
2n 21 27 2 ———

7 {xli-nol}

x[n—ng| =

sa b) stimmer inte.

Om x[n] = &[n] dr x[—n] = 8[—n] = 8[n], och vi ser att ¢) inte kan stimma (.7 {5 [n|} =1 # —1).
For reella signaler giller x*[n] = x[n], och eftersom det finns reella signaler som inte har reell
fouriertransform (t.ex. 8[n — 1]), sa maste alternativ d) vara fel.

Svar: a)

15. Termen +(—5)"u[n] inte dr fouriertransformerbar, eftersom motsvarande geometriska serie dr
divergent (och dérfor inte absolutsummerbar). Vi kan dirfor utesluta alternativen a) och b).

Vi fouriertransformerar x[n] = (—0.2)"u[n] + A - 5"ug[—n], och far dérvid

)

} Z I’l] + A- Snuo[ ])e_jQ” — Z(—O.Z)ne_jﬂn _}_l _lene—an _

n=-—oo n=0 n=-—oo
= Z —0.2¢ )" 4 A Z e/ ) = [se formelbladet] =

1 5 1e e/ e/
= A= — +A —
140.2e 72 1—5"1e/ e/f240.2 5—el
—A- .ejg + .ejg )

el —5 402

For att det skall bli det 6nskade uttrycket krivs A = —1, dvs det ritta alternativet ér d).
Svar: d)



