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1 Fourierserieutveckling

1.1 Frekvensspektrum

1.1.1 a) Förekommande vinkelfrekvenser: ω1 = 4 rad/s, ω2 = 7 rad/s.

ω1

ω2
=

4

7
∈ Q ⇒ Periodisk signal, periodtid T0 =

2π

ω0
där

ω0 = SGD(ω1,ω2) = SGD(22, 7) = 1 rad/s ⇒ T0 = 2π sek

b) Vinkelfrekvenser: ω1 = π rad/s, ω2 = 2π rad/s.

ω1

ω2
=

π

2π
=

1

2
∈ Q ⇒ Periodisk med periodtid T0 =

2π

ω0
där

ω0 = SDG(ω1,ω2) = SGD(π, 2π) = π rad/s ⇒ T0 = 2 sek

c) Vinkelfrekvenser: ω1 =
√
2 rad/s, ω2 = 2 rad/s.

ω1

ω2
=

√
2

2
$∈ Q ⇒ Signalen är ej periodisk

d) Vinkelfrekvenser: ω1 = 3 rad/s, ω2 =
15

4
rad/s

ω1

ω2
=

3 · 4
15

∈ Q ⇒ Periodisk med periodtid T0 =
2π

ω0
, där

ω0 = SGD(ω1,ω2) = SGD

(
1

4
· 4 · 3,

1

4
· 3 · 5

)

=
3

4
rad/s ⇒ T0 =

8π

3
sek

1.1.2 a) x(t) = 3 +
√
3 cos(2t) + sin(2t)

︸ ︷︷ ︸

!

+ sin(3t)
︸ ︷︷ ︸

=cos(3t−π
2 )

−
1

2
cos
(

5t+
π

3

)

︸ ︷︷ ︸

= 1
2 cos(5t+ π

3 −π)

# =
/

sin(2t) = cos
(

2t−
π

2

)/

=
√
3Re

{

ej2t
}

+Re
{

ej(2t−
π
2 )
}

= Re
{(√

3 + e−j π
2

)

ej2t
}

=
/√

3 + e−j π
2 =

√
3− j =

√
3 + 1ej arctan

−1
√

3 = 2e−j π
6

/

= Re
{

2ej(2t−
π
6 )
}

= 2 cos
(

2t−
π

6

)

Dvs. x(t) = 3 + 2 cos
(

2t−
π

6

)

+ cos
(

3t−
π

2

)

+
1

2
cos

(

5t−
2π

3

)

Enkelsidigt (“trigonometric”) spektrum:
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(Anm: Ej nödvändigt att ange spektrumkomponenterna vid ω = 1 & 4 rad/s eftersom
de inte finns med i x(t))

b) A · cos(ω0t+ θ) = A ·
ej(ω0t+θ) + e−j(ω0t+θ)

2
=

A

2
ejθ · ejω0t +

A

2
e−jθ · e−jω0t ⇒

Dubbelsidigt (“exponential”) spektrum:
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c) Fr̊an spektrum i b) ⇒

x(t) =
1

4
ej

2π
3 · e−j5t +

1

2
ej

π
2 · e−j3t + ej

π
6 · e−j2t + 3+

+
1

4
e−j 2π

3 · ej5t +
1

2
e−j π

2 · ej3t + e−j π
6 · ej2t

d) Omskrivning av x(t) i c) ⇒

x(t) = 3 + 2 ·
ej(2t−

π
6 ) + e−j(2t−π

6 )

2
+

ej(3t−
π
2 ) + e−j(3t−π

2 )

2

+
1

2
·
ej(5t−

2π
3 ) + e−j(5t− 2π

3 )

2

= 3 + 2 cos
(

2t−
π

6

)

+ cos
(

3t−
π

2

)

+
1

2
cos

(

5t−
2π

3

)

(

= 3 + 2 cos
(

2t−
π

6

)

+ sin (3t)−
1

2
cos
(

5t+
π

3

)
)

1.1.3 a) Figuren ⇒

x(t) = 1 · e−j π
3 · e−j2t + 2 · e−j 2π

3 · e−jt + 2 · e±jπ + 2 · ej
2π
3 · ejt + 1 · ej

π
3 · ej2t

= −2 + 4 ·
ej(t+

2π
3 ) + e−j(t+ 2π

3 )

2
+ 2 ·

ej(2t+
π
3 ) + e−j(2t+π

3 )

2

= −2 + 4 cos

(

t+
2π

3

)

+ 2 cos
(

2t+
π

3

)

b) Cn = 2|Dn|;n > 0, C0 = D0, θn = argDn (∠Dn) ⇒
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(Anm: C0 = −2 = 2 · ejπ)

c) Lösningen till (grafen i deluppgift b) ⇒

x(t) = −2 + 4 cos

(

t+
2π

3

)

+ 2 cos
(

2t+
π

3

)

d) Trivialt – se x(t) i deluppgift a) och c).

1.2 Fourierserieutveckling

1.2.1 a) Periodtid T0 = π
2 sek ⇒ Grundvinkelfrekv. ω0 = 2π

T0
= 4 rad/s.

y(t) = C0 +
∞
∑

n=1

Cn cos(nω0t+ θn) =
∞
∑

n=−∞

Dn · ejnω0t, där

Dn =
1

T0

∫

T0

y(t)e−jnω0tdt =
2

π

∫ π/2

0
e−t · e−jn4tdt =

2

π

∫ π/2

0
e−(1+j4n)tdt

=
2

π

[
e−(1+j4n)t

−(1 + j4n)

]π/2

0

=
2

−π(1 + j4n)

(

e−(1+j4n) π
2 − e0

)

=
/

e−(1+j4n)π
2 = e−

π
2 · e−jn2π = e−

π
2

/

=
2
(

1− e−
π
2

)

π(1 + j4n)

C0 = D0 =
2

π

(

1− e−
π
2
)

≈ 0, 504

Cn>0 = 2|Dn| =
4
(

1− e−
π
2

)

π
√

12 + (4n)2
≈

1, 01√
1 + 16n2
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θn = argDn = − arctan
4n

1

Svar: y(t) ≈ 0, 504 +
∑∞

n=1

1, 01√
1 + 16n2

cos(4nt− arctan(4n))

b) TODO: skriv när fr̊agan är fixad

c)

d)

x(t) = C0 +
∞
∑

n=1

Cn cos (nω0t+ θn)

⇒ x(at) = C0 +
∞
∑

n=1

Cn cos (n(aω0)t+ θn)

⇒ C0, Cn och θn är oförändrade

Om a > 1 ⇒ grundvinkelfrekvensen hos signalen x(at) är en faktor a högre än
grundvinkenfrekvensen hos x(t) ⇒ x(at) är en tidskomprimerad
version av x(t); komprimerad en faktor a.

Om a < 1 ⇒ grundvinkelfrekvensen aω0 hos x(at) är lägre än grundvinkelfrekven-
sen ω0 hos x(t) ⇒ x(at) är en tidsexpanderad version av x(t) (ex-
panderad en faktor 1

a ).

1.2.2 a) Figuren ⇒ periodtid T0 = 4 sek ⇒ Grundvinkelfrekvens ω0 =
2π

T0
=

π

2
rad/s. Kalla

signalen xa(t).

Dn =
1

T0

∫

T0

xa(t)e
−jnω0tdt =

1

4

∫ 1

−1
1 · e−jnπ

2 tdt+
1

4

∫ 3

1
(−1)e−jnπ

2 tdt

= /n $= 0 ty division med n/ =
1

4

[
e−jnπ

2 t

−jnπ
2

]1

−1

−
1

4

[
e−jnπ

2 t

−jnπ
2

]3

1

=
2

−4jnπ



e−jn π
2 − ejn

π
2 −



e−jnπ
2 ·3

︸ ︷︷ ︸

=ejn
π
2

−e−jnπ
2







 =
2

nπ
·
ejn

π
2 − e−jn π

2

2j

=
2

nπ
sin
(

n ·
π

2

)

n $= 0

D0 =
1

T0

∫

T0

xa(t) · ej0·ω0t
︸ ︷︷ ︸

=1

dt =
1

4

∫ 1

−1
1dt+

1

4

∫ 3

1
(−1)dt = 0
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(vilket även ses direkt i figuren; D0 = medelvärdet)

Svar:

Dn =







0; n = 0
2

nπ
sin
(

nπ
2

)

; n $= 0 (⇒ Dn = 0 för jämna n)

Dn =
2

nπ
sin
(

n ·
π

2

)

=









0; n = 0 (även n = 0)
2
nπ = 2

nπ e
j0; n = 1, 5, 9, . . .

−2
nπ = 2

nπ · ejπ ; n = 3, 7, 11, . . .

Dn<0 = D∗
−n ⇒ D−1 = D∗

1 , D−3 = D∗
3 , osv:

b) L̊at xb(t) = signalen, med periodtid T0 = 10π sek ⇒ Grundvinkelfrekvens ω0 =
2π

T0
=

1

5

rad/s. Dvs. xb(t) =
∞∑

n=−∞
Dn · ejnω0t, där

Dn =
1

T0

∫

T0

xb(t)e
−jnω0tdt =

1

10π

∫ π

−π
1 · e−jn 1

5 tdt = /n $= 0 ty division med n/

=
1

10π

[

e−jn t
5

−jn 1
5

]π

−π

=
1

−jn2π

(

e−jnπ
5 − ejn

π
5
)

=
1

nπ

ejn
π
5 − e−jn π

5

2j
=

1

nπ
· sin

(

n
π

5

)

D0 =
1

T0

∫

T0

xb(t)e
−j0ω0tdt =

1

10π

∫ π

−π
1dt =

1

5
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c) xc(t) har period T0 = 2π sek ⇒ ω0 =
2π

T0
= 1 rad/s

xc(t) =
∞∑

n=−∞
Dn · ejnω0t, där

Dn =
1

T0

∫

T0

xc(t)e
−jnω0tdt =

1

2π

∫ 2π

0

t

2π
· e−jntdt = /n $= 0/

=
1

4π2

[
t · e−jnt

−jn

]2π

0

−
1

4π2

∫ 2π

0

e−jnt

−jn
dt

=
j

4π2n

(

2π · e−jn2π − 0
)

−
1

4π2(−jn)2
[

e−jnt
]2π

0
︸ ︷︷ ︸

=e−jn2π−e0=1n−1=0

=
j

2πn
; n $= 0

D0 =
1

2π

∫ 2π

0

t

2π
· e0dt =

1

4π2

[
t2

2

]2π

0

=
1

2

(vilket även ses direkt i figuren)

Svar:

Dn =

{
j

2πn ; n $= 0
1
2 ; n = 0




⇒ argDn =








π
2 ; n > 0

0; n = 0

−π
2 ; n < 0





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1.2.3 a) x(t) är periodisk med periodtid T0 = 8 sek ⇒ Grundvinkelfrekvensen är ω0 =
2π

T0
=

π

4
rad/s

x(t) =
∞
∑

n=−∞

Dn · ejnω0t, där

Dn =
1

T0

∫

T0

x(t)e−jnω0tdt =
1

8

∫ 0

−4

(
t

2
+ 1

)

e−jnπ
4 tdt+

1

8

∫ 4

0

(

−
t

2
+ 1

)

e−jn π
4 tdt

= /n $= 0 ty division med n/

=
1

8

[(
t

2
+ 1

)
e−jn π

4 t

−jnπ
4

]0

−4

−
∫ 0

−4

e−jnπ
4 t

−jnπ
4 · 8 · 2

dt

+
1

8

[(

−
t

2
+ 1

)
e−jnπ

4 t

−jnπ
4

]4

0

−
∫ 4

0

e−jn π
4 t

−jnπ
4 · 8 · (−2)

dt

=
1

8
·
e0 + ejnπ

−jn · π
4

−

[

e−jn π
4 t

(

−jnπ
4

)2 · 16

]0

−4

+
1

8
·
−e0 − ejnπ

−jn · π
4

+

[

ejn
π
4 t

(

−jnπ
4

)2 · 16

]4

0

=

/
e0 + ejnπ

−jn · π
4

+
−e0 − ejnπ

−jn · π
4

= 0

/

=
ejnπ − e0

−n2 · π2
+

e−jnπ − e0

−n2 · π2
=

2 (1− (−1)n)

n2π2

=

{

0; jämna n $= 0
4

n2π2 ; udda n
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D0 =
1

T0

∫

T0

x(t) · e0dt = /framg̊ar direkt av figuren/ = 0

Svar:

x(t) =
∞
∑

n=−∞

Dne
jnπ

4 t där Dn =

{

0; jämna n $= 0
4

n2π2 ; udda n

b) Vi ser att

x̂(t) = x(t− 2) = /uppg. a)/ =
∞
∑

n=−∞

Dne
jnπ

4 (t−2) =
∞
∑

n=−∞

Dn · e−jnπ
2 · ejn

π
4 t

=
∞
∑

n=−∞

D̂n · ejn
π
4 t, där

D̂n = Dn · e−jn π
2 =

{

0; jämna n
4·e−jn π

2

n2π2 ; udda n

c) Figur ⇒

x̃(t) = x(2t) = /a)/ =
∞
∑

n=−∞

Dn · ejn
π
4 ·2t =

∞
∑

n=−∞

Dn · ejn
π
2 t, dvs.

x̃(t) =
∞
∑

n=−∞

D̃n · ejn
π
2 t, där D̃n = Dn =

{

0; jämna n
4

n2π2 ; udda n

Anm. grundvinkelfrekvensen för x̃(t) är ω̃0 =
π

2
rad/s, medan grundvinkelfrekvensen för

x(t) är ω0 =
π

4
rad/s, dvs. x̃(t) = x(2t) ⇒ ω̃0 = 2 · ω0


