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3 Laplacetransformen

3.1 Den enkelsidiga laplacetransformen

3.1.1 a) xa(t) = u(t)− u(t− 1)

Xa(s) =

∫ ∞

−∞
xa(t)e

−stdt =

∫ 1

0

1 · e−stdt =

[
e−st

−s

]1
0

=
e−s − e0

−s
=

1− e−s

s

Konvergensomr̊adet (där |Xa(s)| < ∞) är av typen Re{s} > σ0, eftersom xa(t) = 0 för t < 0.

För s = 0 blir nämnaren noll, vilket verkar antyda att konvergensomr̊adet är Re{s} > 0. Dock
är även täljaren noll för s = 0, s̊a vi potensserieutvecklar lämpligen e−s för att se bättre hur
Xa(0) ser ut:

Xa(s) =
1−

(
1 + (−s) + (−s)2

2! + (−s)3

3! + . . .
)

s
= 1− s

2
+

s2

6
− . . .

dvs. Xa(0) = 1

Konsekvensen blir att konvergensomr̊adet är hela s-planet, utom Re{s} = −∞
(eftersom lim

s=σ→−∞
Xa(s) = ∞), dvs. Re{s} > −∞.

Anm: Om du svarar att
∫∞
−∞ |xa(t)e

−σt|dt < ∞ för alla σ > −∞, s̊a räcker det ocks̊a som
motivering till konvergensomr̊adet.
Vanligen uppkommer inte s̊a l̊anga konvergensomr̊adesresonemang som ovan, vid lapla-
cetransformberäkningar!
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b) xb(t) = t · e−t · u(t)

Xb(s) =

∫ ∞

0

te−t · e−stdt =

∫ ∞

0

t · e−(s+1)tdt =

[
t · e−(s+1)t

−(s+ 1)

]∞
0

−
∫ ∞

0

e−(s+1)t

−(s+ 1)
dt

=

[
t · e−(s+1)t

−(s+ 1)
− e−(s+1)t

(s+ 1)2

]∞
0

=
/

lim
t→∞

e−(s+1)t = 0 om Re{s+ 1} > 0, dvs. Re{s} > −1
/

=
/
e−(s+1)t g̊ar snabbare mot 0 än vad t g̊ar mot ∞ d̊a t → ∞

/
=

0− 0 · e0

−(s+ 1)
− 0− e0

(s+ 1)2
=

1

(s+ 1)2
, Konvergensomr̊ade: Re{s} > −1

Notera att du, vid den partiella integrationen ovan, f̊ar använda sambandet∫
t · eatdt = eat

a2 (at− 1), som du hittar p̊a sidan 3 i kursens formelsamling.

c) xc(t) = t · cos(ω0t)u(t)

Xc(s) =

∫ ∞

0

t · cos(ω0t) · e−stdt =
1

2

∫ ∞

0

(
t · e−(s−jω0)t + t · e−(s+jω0)t

)
dt

= /Partiell integration, som i b)/

=
/

lim
t→∞

e−(s±jω0)t = 0 om Re{s± jω0} = Re{s} > 0
/

=
1

2

(
1

(s− jω0)2
+

1

(s+ jω0)2

)
=

s2 − ω2
0

(s2 + ω2
0)

2
, Konv.omr: Re{s} > 0
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d) xd(t) =
(
e2t − 2e−t

)
u(t)

Xd(s) =

∫ ∞

0

(
e2t − 2e−t

)
e−st =

∫ ∞

0

(
e−(s−2)t − 2e−(s+1)t

)
dt

=

[
e−(s−2)t

−(s− 2)
− 2

e−(s+1)t

−(s+ 1)

]∞
0

=

/
limt→∞ e−(s−2)t = 0 om Re{s− 2} > 0 ⇒ Re{s} > 2
limt→∞ e−(s+1)t = 0 om Re{s+ 1} > 0 ⇒ Re{s} > −1

/
=

1

s− 2
− 2

s+ 1
=

−s+ 5

(s− 2)(s+ 1)
Konv.omr.: Re{s} > 2 (uppfyllt för b̊ada termerna)

(Notera att de tv̊a termerna i inledningen av sista raden ovan har konvergensomr̊ade
Re{s} > 2 respektive Re{s} > −1, medan konvergensomr̊adet för det sammansatta ut-
trycket för Xd(s) är snittet mellan dessa, dvs. Re{s} > 2)

3.1.2 a)

V (s) =

∫ ∞

−∞
v(t)e−stdt =

∫ 1

0

t · e−stdt =

[
t · e−st

−s

]1
0

−
∫ 1

0

e−st

−s
dt =

[
t · e−st

−s
− e−st

s2

]1
0

=
−e−s

s
− e−s − 1

s2
=

−se−s − e−s + 1

s2

(
=

1− e−s − se−s

s2

)
Signalen v(t) är kausal, dvs. v(t) = 0 för t < 0, vilket ger att V (s) har ett högersidigt
konvergensomr̊ade, Re{s} > σ0 för n̊agot σ0. Eftersom v(t) har ändlig tidsutbredning s̊a
är σ0 = −∞ och konvergensomr̊adet för V (s) är allts̊a Re{s} > −∞.
(Detta p̊a grund av att signalen v(t) · e−σ är absolutintegrerbar för alla σ > −∞.)

(Med s2 i nämnaren, s̊a ser det ut som att |V (0)| = ∞, men om man potensserieut-
vecklar e−s i täljaren, s̊a erh̊alls en s2-faktor i täljaren, som förkortar bort nämnarens s2

och följaktligen blir |V (0)| ändlig. Se liknande resonemang i lösningen av deluppgift a) i
föreg̊aende uppgift.)

b)

W (s) =

∫ ∞

−∞
w(t)e−stdt =

∫ π

0

sin(t) · e−stdt =

/
sin(t) =

ejt − e−jt

2j

/
=

1

2j

∫ π

0

(
e−(s−j)t − e−(s+j)tdt

)
=

1

2j

[
e−(s−j)t

−(s− j)
− e−(s+j)t

−(s+ j)

]π
0

=
1

2j

(
e−sπ · ejπ − 1

−(s− j)
− e−sπ · e−jπ − 1

−(s+ j)

)
=

/
e±jπ = −1

/
=

e−sπ + 1

2j
· s+ j − (s− j)

(s− j)(s+ j)
=

e−sπ + 1

s2 + 1
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Konvergensomr̊adet är Re{s} > −∞, vilket erh̊alls p̊a grund av att w(t) är
en kausal signal med ändlig tidsutbredning – dvs. samma motivering som i
deluppgift a) ovan.

c)

X(s) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−stdt =

∫ 1

0

1

e
t · e−stdt+

∫ ∞

1

e−te−stdt

= /Den första termen beräknades i uppg. a)/

=
1− e−s − se−s

s2
+

[
e−(s+1)t

−(s+ 1)

]∞
1

= /Re{s} > −∞ resp. Re{s+ 1} > 0, dvs. Re{s} > −1/

=
1− e−s − se−s + 1

s2
+

e−(s+1)

s+ 1

=
s+ 1− (1 + 2s)e−s

es2(s+ 1)
, Re{s} > −1

(Konvergensomr̊adet är snittet av Re{s} > −∞ och Re{s} > −1)

3.1.3 Enkelsidiga transformer, enligt uppgift, vilket innebär att alla transformer har ett högersidigt
konvergensomr̊ade, dvs. av typen Re{s} > σ0. Utveckla transformerna till termer vars transformpar
hittas i formelsamlingens Tabell 5.

a)

X1(s) =
2s+ 5

s2 + 5s+ 6
=

2s+ 5

(s+ 2)(s+ 3)
= /Partialbr̊aksuppdelning/ =

1

s+ 2
+

1

s+ 3

Enkelsidig transform ⇒ Re{s} > −2 respektive Re{s} > −3

Tab. 5:11 ⇒ x1(t) =
(
e−2t + e−3t

)
u(t)

b)

X2(s) =
3s+ 5

s2 + 4s+ 13
=

3(s+ 2)− 1
3 · 3

(s+ 2)2 + 32

= 3 · s+ 2

(s+ 2)2 + 32
− 1

3
· 3

(s+ 2)2 + 32

Konvergensomr̊adet är Re{s} > −2 för b̊ada termerna.

Tab. 5:20 resp. 5:21 ⇒ x2(t) =

(
3e−2t cos(3t)− 1

3
e−2t sin(3t)

)
u(t)

Du kan även använda Tab. 5:22 direkt p̊a laplacetransformen i andra steget (med 3s + 5 i
täljaren), men här delas transformen upp i de tv̊a termerna för att förtydliga hur de tv̊a
termerna i x2(t) erh̊alls. Gör gärna s̊a i alla liknande uppgifter, t.ex. även i deluppgift e.
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c)

X3(s) =
(s+ 1)2

s2 − s− 6

=

/
Täljarens gradtal är ≥ nämnarens gradtal
⇒ omforma! Egentligen utför vi polynomdivision.

/
=

s2 − s− 6 + 3s+ 7

s2 − s− 6
= 1 +

3s+ 7

(s+ 2)(s− 3)

= /Partiabr̊aksuppdela/ = 1− 0,2
1

s+ 2
+ 3,2

1

s− 3

Konvergensomr̊ade Re{s} > −2 och Re{s} > 3 för andra respektive tredje termen.

Tabell 5:1 & 5:11 ger därför x3(t) = δ(t)−
(
0,2e−2t − 3,2e3t

)
u(t)

d)

X4(s) =
5

s2(s+ 2)
= −5

4

1

s
+

5

2

1

s2︸ ︷︷ ︸
Re{s}>0

+
5

4

1

s+ 2︸ ︷︷ ︸
Re{s}>−2

Tab. 5:3, 5:4 respektive 5:11 ⇒ x4(t) =
5

4

(
−1 + 2t+ e−2t

)
u(t)

e)

X5(s) =
2s+ 1

(s+ 1)(s2 + 2s+ 2)
= /Partialbr̊aksuppdela/ =

−1

s+ 1
+

s+ 3

s2 + 2s+ 2

=
−1

s+ 1
+

(s+ 1) + 2

(s+ 1)2 + 12
= − 1

s+ 1
+

s+ 1

(s+ 1)2 + 12
+ 2 · 1

(s+ 1)2 + 12

Konvergensomr̊ade Re{s} > −1 för alla tre termerna.

Tabell 5:11, 5:20 respektive 5:21 ⇒ x5(t) = e−t (−1 + cos(t) + 2 sin(t))u(t)

Liksom i deluppgift b) s̊a g̊ar det att använda Tab. 5:22 i stället för Tab. 5:20 och 5:21 – se
kommentaren till svaret p̊a b).

f)

X6(s) =
s+ 2

s(s+ 1)2
=

/
Partialbr̊aksuppdela till

A

s
+

B

s+ 1
+

C

(s+ 1)2

/
= 2 · 1

s
− 2 · 1

s+ 1
− 1

(s+ 1)2

Konvergensomr̊adet för de tre termerna är Re{s} > 0, Re{s} > −1 respektive Re{s} > −1.

Tab. 5:3, 5:11 & 5:12 ⇒ x6(t) = 2u(t)− 2e−tu(t)− te−tu(t) = (2− (2 + t)e−t)u(t)
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3.2 Egenskaper hos laplacetransformen

3.2.1 Tabell 4:5 anger egenskapen x(t− t0)u(t− t0) ⇐⇒ XI(s)e
−st0 , t ≥ 0

a)
x1(t) = u(t)− u(t− 1)

Tab. 5:3 ⇒ u(t) ⇐⇒ 1

s
, Re{s} > 0

⇒ u(t− 1) ⇐⇒ 1

s
e−s

⇒ X1(s) =
1

s

(
1− e−s

)
, Re{s} > −∞

För motivering av konvergensomr̊adet, se lösningen till uppgift 3.1.1 a)

b)
x2(t) = e−(t−τ)u(t− τ)

Tab. 5:11 ⇒ e−tu(t) ⇐⇒ 1

s+ 1
, Re{s} > −1

⇒ X2(s) =
1

s+ 1
e−sτ , Re{s} > −1

c)
x3(t) = e−(t−τ)u(t) = eτ · e−t · u(t)

⇒ X3(s) = eτ · 1

s+ 1
, Re{s} > −1 (Tab. 5:11)
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3.2.2 Tabell 4:5 anger egenskapen x(t− t0)u(t− t0) ⇐⇒ XI(s)e
−st0 , t ≥ 0

a)
v(t) = t (u(t)− u(t− 1)) = tu(t)− (t− 1)u(t− 1)− u(t− 1)

Tab. 5:3, 5:4 & 4:5 ⇒ V (s) =
1

s2
− 1

s2
· e−s − 1

s
· e−s

=
1− e−s − se−s

s2
, Re{s} > −∞

Se motivering av konvergensomr̊ade i lösningen till 3.1.2 a).

b)
w(t) = sin(t) (u(t)− u(t− π)) = sin(t)u(t) + sin(t− π)︸ ︷︷ ︸

=− sin(t)

u(t− π)

Tab. 5:19 & 4:5 ⇒ W (s) =
1

s2 + 1
+

1

s2 + 1
e−sπ =

1 + e−sπ

s2 + 1

Konvergensomr̊ade Re{s} > −∞, se motivering i lösningen till 3.1.2 b).

c)

x(t) =
t

e
(u(t)− u(t− 1)) + e−tu(t− 1) =

1

e
v(t) + e−1 · e−(t−1)u(t− 1)

Tabell 5:11 & 4:5 ⇒

X(s) =
1

e
V (s) + e−1 1

s+ 1
e−s

=
1− e−s − se−s

es2
+

e−(s+1)

s+ 1

=
s+ 1− (1 + 2s)e−s

es2(s+ 1)
, Re{s} > −1

(Konvergensomr̊adet är snittet av Re{s} > −∞ och Re{s} > −1)
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3.3 Lösning av differentialekvation m.h.a. laplacetransformen

3.3.1 a)
d2y(t)

dt2
+ 3

dy(t)

dt
+ 2y(t) =

dx(t)

dt

LI{vänsterledet} = LI{högerledet}

och Tab. 4:10
dnx(t)

dtn
⇐⇒ snX(s)− sn−1x(0−) + sn−2 dx(0

−)

dt
+ . . .

⇒ s2Y (s)−sy(0−)− dy(0−)

dt︸ ︷︷ ︸
=0

+3

sY (s)− y(0−)︸ ︷︷ ︸
=0

+ 2Y (s) = sX(s)− x(0−)︸ ︷︷ ︸
=0

Med x(t) = u(t) ger Tab. 5:3 att X(s) =
1

s
, Re{s} > 0

dvs. vi erh̊aller
(
s2 + 3s+ 2

)
Y (s) = s · 1

s

⇒ Y (s) =
1

(s+ 1)(s+ 2)
= /P.B.U./ =

1

s+ 1
− 1

s+ 2
; Re{s} > −1

Högersidigt konvergensomr̊ade ges av att Y (s) är en enkelsidig laplacetransform.
Re{s} > −1 erh̊alls av snittet mellan Re{s} > −1 för den första termen och Re{s} > −2 för
den andra termen.

Tabell 5:11 ger d̊a inverstransformen y(t) =
(
e−t − e−2t

)
u(t)

b)
d2y(t)

dt2
+ 4

dy(t)

dt
+ 4y(t) =

dx(t)

dt
+ x(t)

Efter en enkelsidig laplacetransformering av vänsterledet och högerledet enligt Tabell 4:10, s̊a erh̊alls

s2Y (s)− s y(0−)︸ ︷︷ ︸
=2

− dy(0−)

dt︸ ︷︷ ︸
=1

+4

sY (s)− y(0−)︸ ︷︷ ︸
=2

+ 4Y (s) = sX(s)− x(0−)︸ ︷︷ ︸
=0

+X(s)

x(t) = e−tu(t) ⇒ X(s) =
1

s+ 1
; Re{s} > −1

⇒ s2Y (s)− 2s− 1 + 4 (sY (s)− 2) + 4Y (s) = s · 1

s+ 1
+

1

s+ 1

⇒
(
s2 + 4s+ 4

)
Y (s) = 2s+ 10

⇒ Y (s) =
2s+ 10

(s+ 2)2
= /P.B.U./ =

2

s+ 2
+

6

(s+ 2)2
, Re{s} > −2

Tabell 5:11 & 5:12 ger slutligen y(t) = (2 + 6t) e−2tu(t)
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3.4 Den dubbelsidiga laplacetransformen

3.4.1 a)
x(t) = et·u(t)

t · u(t) =

{
0; t < 0

t; t ≥ 0

⇒ x(t) = et·u(t) =

{
e0 = 1; t < 0

et; t ≥ 0

⇒ x(t) = x2(t) + x1(t), där

{
x2(t) = u0(−t)

x1(t) = et · u(t)

Tab. 4:4 ⇒ X2(s) = L{u(t)}
∣∣
s→−s

=
1

−s

med konvergensomr̊ade Re{s} < 0 (Ges även direkt av Tab. 5:7)

X1(s) =
1

s− 1
har konvergensomr̊ade Re{s} > 1 (Tab 5:11)

Dvs.

I figuren ovan ser vi att X2(s) +X1(s) har inte n̊agot sammanhängande konvergensomr̊ade,
vilket innebär att

X2(s) +X1(s) =
−1

s
+

1

s− 1
=

1

s(s− 1)

inte utgör en laplacetransform till x(t) (dvs. x(t) har ingen laplacetransform!)
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b)

x(t) = e−t·u(t) =

{
1; t < 0

e−t; t ≥ 0
= x2(t) + x3(t), där x2(t) = u0(−t), som i a), där

X2(s) = L{x2(t)} =
−1

s
med konv. omr. Re{s} < 0

X3(s) = L{x3(t)} =
1

s+ 1
med konv. omr. Re{s} > −1

Konvergensomr̊adet för

X(s) = X2(s) +X3(s) =
−1

s
+

1

s+ 1
=

−1

s(s+ 1)

är därför −1 < Re{s} < 0

3.4.2 a)
xa(t) = e−|t| = et · u0(−t)︸ ︷︷ ︸

x2(t)

+ et · u(t)︸ ︷︷ ︸
x1(t)



3. LAPLACETRANSFORMEN 11

⇒ X1(s) =
1

s+ 1
; Re{s} > −1

x2(t) = x1(−t) ⇒ /Tab. 4:4/ ⇒ X2(s) = X1(−s) =
1

−s+ 1
=

−1

s− 1

för Re{−s} > −1, dvs. Re{s} < 1

Tabell 5:11 ⇒ Xa(s) = X2(s) +X1(s) =
−1

s− 1
+

1

s+ 1
=

−2

(s− 1)(s+ 1)

med konvergensomr̊ade −1 < Re{s} < 1

b)
xb(t) = e−|t| · cos(t) = et cos(t)u0(−t)︸ ︷︷ ︸

x2(t)

+ e−t cos(t)u(t)︸ ︷︷ ︸
x1(t)

Tabell 5:20 ⇒

X1(s) =
s+ 1

(s+ 1)2 + 12
; Re{s} > −1 (fr̊an (s+ 1) i nämnaren)

x2(t) = x1(−t) ⇒ /Tab. 4:4/ ⇒

X2(s) = X1(−s) =
−s+ 1

(−s+ 1)2 + 12
= − s− 1

(s− 1)2 + 12
;

Re{−s} > −1, dvs. Re{s} < 1 (erh̊alls även direkt fr̊an Tab. 5:27)

Xb(s) = X2(s) +X1(s) =
4− 2s2

s4 + 4
; −1 < Re{s} < 1

Samma konvergensomr̊ade som i uppgift a).
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c)

xc(t) = etu(t)︸ ︷︷ ︸
x1(t)

+ e2tu0(−t)︸ ︷︷ ︸
x2(t)

Tabell 5:11 ger X1(s) =
1

s− 1
; Re{s} > 1

x2(t) = x3(−t), där x3(t) = e−2tu(t)

⇒ X3(s) =
1

s+ 2
; Re{s} > −2 (fr̊an Tab. 5:11)

⇒ X2(s) = X3(−s) =
1

−s+ 2
=

−1

s− 2
; Re{−s} > −2, dvs. Re{s} < 2

(X2(s) kan även erh̊allas direkt fr̊an Tab. 5:14.)

Xc(s) = X1(s) +X2(s) =
1

s− 1
− 1

s− 2
=

−1

(s− 1)(s− 2)
; 1 < Re{s} < 2

3.4.3 a)

Xa(s) =
2s+ 5

(s+ 2)(s+ 3)
=

1

s+ 2︸ ︷︷ ︸
=X1(s)

+
1

s+ 3︸ ︷︷ ︸
=X2(s)

; −3 < Re{s} < −2

Dvs.:

X2(s) =
1

s+ 3
; Re{s} > −3

Tab. 5:11
======⇒ x2(t) = e−3tu(t)

X1(s) =
1

s+ 2
; Re{s} < −2

L̊at X3(s) = X1(−s) =
1

−s+ 2
= − 1

s− 2
; Re{−s} < −2, dvs. Re{s} > 2

Tabell 5:11 ger d̊a

x3(t) = −e2tu(t) ⇒

x1(t) = x3(−t) = −e−2tu0(−t)

(Notera att x1(t) även kan erh̊allas direkt fr̊an X1(s) m.h.a. Tab. 5:14.)

Vi har allts̊a

Xa(s) = X1(s) +X2(s) ⇒

xa(t) = x1(t) + x2(t) = −e−2tu0(−t) + e−3tu(t)
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b)

Xb(s) =
2s− 5

(s− 2)(s− 3)
=

1

s− 2︸ ︷︷ ︸
= X1(s)

Re{s} > 2

+
1

s− 3︸ ︷︷ ︸
= X2(s)

Re{s} < 3

; 2 < Re{s} < 3

⇒ x1(t) = e2tu(t) (erh̊alls fr̊an Tab. 5:11)

X3(s) = X2(−s) = − 1

s+ 3
; Re{s} > −3

Tab. 5:11
======⇒ x3(t) = e−3tu(t) ⇒ x2(t) = x3(−t) = −e3tu0(−t)

(Notera att x2(t) även kan erh̊allas direkt fr̊an X2(s) m.h.a. Tab. 5:14)

Vi f̊ar därför följande inverstransform:

xb(t) = x1(t) + x2(t) = e2tu(t)− e3tu0(−t)

c)

Xc(s) =
2s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)
=

1

s+ 1︸ ︷︷ ︸
Re{s}>−1

+
1

s+ 2︸ ︷︷ ︸
Re{s}>−2

; Re{s} > −1

Tab. 5:11
======⇒ xc(t) =

(
e−t + e−2t

)
u(t)

d)

Xd(s) =
2s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)
=

1

s+ 1︸ ︷︷ ︸
Re{s}<−1

+
1

s+ 2︸ ︷︷ ︸
Re{s}<−2

; Re{s} < −2

B̊ada termerna motsvarar, och hanteras som, X1(s) ⇐⇒ x1(t) i deluppgift a) (eller direkt
fr̊an Tabell 5:14). Inverstransformen är därför

xd(t) = −
(
e−t + e−2t

)
u0(−t)
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e)

Xe(s) =
3s2 − 2s− 17

(s+ 1)(s+ 3)(s− 5)
=

1

s+ 1︸ ︷︷ ︸
Re{s}>−1

+
1

s+ 3︸ ︷︷ ︸
Re{s}>−3

+
1

s− 5︸ ︷︷ ︸
Re{s}<5

; −1 < Re{s} < 5︸ ︷︷ ︸
(se figur)

P̊a motsvarande sätt som i deluppgifterna a)–d) erh̊alls:

xe(t) =
(
e−t + e−3t

)
u(t)− e5tu0(−t)


