KAPITEL 1

Forelasning 1-2

e |[ntroduktion
e Komplex representation av
sinus & cosinus
= Komplex amplitud
" Periodiska signaler
= Spektrum
e Sampling

e Signhalmanipulationer



Kap. 1: Introduktion till Signaler & System 1

Insignal System Utsignal

X 7

y = #{x}

Blockdiagram-representation 71[ = systemoperatorn

| den har kursen betraktar vi framst system med en insignal och en utsignal

Signal = en funktion som representerar en fysisk storhet eller variabel och
innehaller information om dess uppférande eller fenomenets egenskaper

System = (ofta) en matematisk modell av ett fysikaliskt system,
som for olika insignaler genererar olika utsignaler.
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Kap. 1: Introduktion till Signaler & System 2
I
Insignal System Utsignal
x H o y=Hw
Exempel: )
4 \' \2
x = gaspedalens lage En bil y = bilens fart
x = ljusintensiteten Ogat y = pupillens diameter
x = vattenkranens flode Vattentank y = vattennivan
X = ingaende strom Motstand y = spanningen dver motst.
x = elektrisk ljudsignal Hogtalare y = ljudtrycksférandringar
x = godtycklig Integrator y = integralen av x
x = Ericssonaktiens varde SthimsBorsen y = Tele 2-aktiens varde

x = antalet solflackar Solen/Jorden y = marknadspriset pa vete!
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{\/\MKap. 1: Introduktion till Signaler & System 3
I

Signaler
Tidskontinuerligt
(1) yslem y(t) = {x(t)}
A
XIn] Tidsdiskret yinl = }{{X[n]}
system \

Tidskontinuerliga signaler x(f), y(t) /\ /
4 /\!\v J

Tidsdiskreta signaler x[n], y[n]

= en ordnad sekvens av tal,
indexerad av variabeln n
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{\/\MKap. 1: Introduktion till Signaler & System 4
I

Likformig

Tidsdiskret

Rekonstruktion

sampling system
X ( t ) 1 > x[n] yln]
afes 7]}

Tidskontinuerligt system

Det tidskontinuerliga systemet kan modelleras m.h.a. ett tidsdiskret system!

N (1)

—Ts

Likformig  x(t)

xIn] = x(nT,)

sampling: f=nT

/ T.
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{\/\MKap. 1: Introduktion till Signaler & System

Vibrationer, oscillationer, vagrorelser
och andra periodiska forlopp och signaler

Periodiska forlopp:

« Hjartslag, andning, 6gonblinkning, ...
* Roterande objekt, t.ex. hjul, jorden, vevaxel, takflakt, ...
+ Studsande boll

» Flytande féremal som guppar i vatten
* Planeternas omloppsbana runt solen
» VAagrorelser hos ljus, elementarpartiklar, atomer & molekyler

» Ekonomiska cykler — hdg- & lagkonjunktur,
periodiciteter i aktiemarknader och penningmarknader

» Fjadrande féremal — simhoppssvikt, trampolin, fjadrar
» Objekt som vajar/vibrerar/vobblar i vinden

» Ljud, t.ex. fran stambanden, stranginstrument, stamgaffel,
hogtalarmembran, m.m.

TSKS09 Linjara System
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Kap. 1: Introduktion till Signaler & System

(Stationart) Periodiska signaler

Stationar signal = periodisk eller konstant signal,

existerande fran t = - till t = +©

Exempel:

""" N AN AT

N X(1)

TSKS09 Linjédra System

Periodtid T, [sek]

AN

VN V.Y

x(t) &r T, -periodisk = [x(t) = x(t + T))

Signalens grundfrekvens: | f,= 1/T,

(Eng: fundamental frequency)

[HZz]
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Kap. 1: Introduktion till Signaler & System 7

Periodiska modellsignaler

Fysikaliska periodiska signaler ar inte alltid exakt periodiska,
men modelleras ofta/garna som sadana.

< Det finns kraftfulla matematiska verktyg for periodiska signaler
som vasentligt underlattar analys av signaler och linjara system!

Tva vanliga periodiska modellsignaler:
N

Fyrkantvagen Xp(1) ;

Sinusvagen X (f) \ /\ /\ ¢
(sinussignalen) \/To \/2T0 —>
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Kap. 1: Introduktion till Signaler & System g
I
Komplex representation av cosinus/sinus
| Imaginara T 2
gcl)grlmgnza _b/\axeln z=a+jb=AZ0O Polar form (4, 0)
[~ TR
s . Rektangular (kartesisk) form (a, b)
> |
7 i
/’\ 0 Reella axeln |
a - Polar — Rektangular:
Eulers formel: | ™Y =cos@ + jsing a=Re{zj = A-cos¢
b=Im{z} =A-sind

—> Matematisk tolkning av polar form: | Z = Ae’?

Rektangular — Polar:

Eulers inversa formler: A =132+ b2
jo . A-i0 jo _ A-jo : b

Cosgzﬁ Singzi . |@=arctan= (£ 7z oma<0)
2 2j i a

TSKS09 Linjédra System Copyright © Lasse Alfredsson




{\/\MKap. 1: Introduktion till Signaler & System 9
Komplex representation av tidsberoende cosinus/sinus: !
"rotating phasors” = den komplexa exponentialsignalen

Almag.del <0 rad/s ‘
Ib(t) “““““““ ‘;7: Z(t) — Aeje(t) — Aej(a)ot+¢) — Xeja)ot

/§¢9(t) = th§+ p . Den komplexa amplituden: X = Ae’?

a(t);x(t) “Realdel (boken: "phasor”)

~Lat)+ 12 (1) = %ej“’otJrX?e‘j%t (x" - a0 )

Demo - roterande visare

TSKS09 Linjara System
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I

Exempel, cos/sin-addition m.h.a. komplexa

amplituder
X(t)=5sin(a)ot+%j—2003(a)ot+%j = Acos(apt +¢)
TA? g2
( ja | o-ia ja  -ja
1): =/Cos(a):e+26, sin(a):ezje/ — ...
]
2): = Re {x.efwot} = ... (ofta enklast)

(dar x=A-e )

Tavelrékning... = x(t)~4.88cos(aw,t —0.931)
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Kap. 1: Introduktion till Signaler & System 11

|
Grafisk spektrumbeskrivning av frekvenssignaler

Exempel — notskrift: A . r
———— — E
| & t
I /dsaxel
| [
| !
1 |
l | |
D’I!G f‘gah (:!dl flg a1h1c2d2c2fzgzazh2
Lagre frekvens Hogre frekvens

>

* | ett musikstycke spelas, vid varje tidpunkt, ett antal toner som kan bilda ackord.
* Notbladet anger vilka toner (=frekvenser) som da spelas.
* Anm: Varje instrument bidrar dock, for varje grundton, dven med ett antal évertoner.
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. . . . I
Grafisk spektrumbeskrivning av cosinus/sinus

x(t) = Acos(amyt +¢)

Enkelsidigt spektrum

Wo

En frekvenskomponent
med komplexvard amplitud

X =Ae” vid o= o,

(x(t)=Re{xe/} |
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Kap. 1: Introduktion till Signaler & System

13

Ex: Enkelsidigt spektrum for x(f) = 4-cos(2x-200¢ + n/4)

4

©
2
2
£
<
0.02
8 (n/4=0.8)

3% g 06 —
=1 g
S 2 n
£ 804

1 02-

0‘

Frekvens [HZ]

TSKS09 Linjara System
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14

Grafisk spektrumbeskrivning av cosinus/sinus

x(t) = Acos(amyt+¢)

Enkelsidigt spektrum

Wo

En frekvenskomponent
med komplexvard amplitud

X =Ae” vid o= o,

(x(t)=Re{xe/} |

TSKS09 Linjdra System

A , A .

Dubbelsidigt spektrum

A\

A i A i

= [°

—Wp W

Tva frekvenskomponenter med
komplexvarda amplituder

X_Ais i =
55 vid o =
X" A

7259 i9 vid a):—a)o

v
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Kap. 1: Introduktion till Signaler & System 15

Enkelsidigt amplitudspektrum for 200 Hz fyrkantvag & triangelvag !

200 Hz fyrkantvag 200 Hz triangelvag Fig 1.3-1.6
1
0.5¢
© ©
2 2
s 0 s
g g
< <
-0.5¢+
-1t
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0 0.005 0.01 0.015 0.02
Tid [sek] Tid [sek]
Amplitudspektrum fér en 200 Hz fyrkantvag Amplitudspektrum for en 200 Hz triangelvag
1.5 1.5
®
1 1 Mer om
3 3 allmanna
S N periodiska
<05/ - <os5 - ! signaleri
I Kap. 2!
(0~
S888 ....... 8888 ...........
TSKS09 Linjéra System Frekvens [HZ] Frekvens [Hz]
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Kap. 1: Introduktion till Signaler & System 16

(Kap. 1.6: Transformations) I

Signalmanipulationer

¢ Skiftning: y(t)=x(t £7) ¢ Tidsskalning: y(t)=x(a-t)

+ Spegling:  y(t)= x(~t) x(3t) _x(1) X(%

”

(Eng: reverse)

t
+ Amplitudskalning: y(f) = k-x() 113 1 2
k>1: forstarkning,  k<17: dampning ‘- -Komprimerad 3 ggr /)
Expanderad 2 ggr ----- :
x(-t-7) x(t+8) x(-t) x(t) x(-t+8) x(t-7)
t
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Kap. 1: Introduktion till Signaler & System 17

Dubbelsidiga & Enkelsidiga signaler

Dubbelsidiga signaler: o = 2%
x(t)#0 férbade t<0 och t>0 TAX(f) T T
ANNANNNN
Exempel: x(t)=Acos(ayt + ¢) VAV, V—AV VAVAVAVA

Enkelsidiga signaler: x(t <t;)=0 eller x(t>1t,)=0

L Vanligaste specialfallet = hdgersidig signal

Exempel: x(t):Acos(w0t+¢)-u(t—l‘o) X(t) fo/\ /\ /\ /\ t
T t>0 VUV VA

0; t<0 u(t-t,) T T

Enhetssteget: u(t) ={

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson




Enkel harmonisk oscillation — en cosinus/sinus:

A X(t)

/tc

LA To

e Frekvens f, :_I_i Hz = A-cos(a)o (t _tc))
0

¢ (Grund-)vinkelfrekvens

sin(p) = COS£¢ —~ %)

@y = 2rfy = oz rad/sek
T

0
e Fasforskjutning 6, = o,t. rad

e Tidsforskjutning t. sek



Lasse Alfredsson, mars 2011

Rakneexempel med komplexa amplituder —
se bild 10 i powerpointpresentationen for kapitel 1

x(t) :53in£a)ot +%}—2003(th +%) =A-cos(ampt +¢). Bestam A och ¢ !!

Losningsvag 1):

j(a)ot‘sz 7j[a)0t+£] j(a)DHE] 7j(w0t+£]
7 T e 3 _e 3 e Yie 4
wpt +— |—2C0S| ot +— | =5-

x(t) =5sin _ —2.
- 2 2
_1[ 'ej(%”ggjs.e"[%“é’*’élz.ei(awzlz.ej(wowzlj
2
=%(X el +X*-e‘j“’°t), dar

e R AN CR R

~2.92-j3.91~4.88.e 198 - A.el? dvs A~4.88 ¢~-0.931rad

i(,t-0.931) w,t—0.931)

—-i(
= x(t)~4.88-2 +e

5 = 4.88cos(wpt —0.931)

LOsningsvag 2):

x(t)= 55in(a)ot +§j - 2cos(a)0t +%) _5. Re{ej(%tej} 5 Re {e](wot-%—‘lj}

%/—/
cos(m0t+%—%)
76

_jﬁ jﬁ .

—Re!|5e 6-2e4 [e@'!l  dar

%/—/
X=Ael?

X = SCos(ij —Zcos(£j+ j [5sin(iJ—23in[£D ~2.92-j3.91
6 4 6 4

~4.88.e7198 - p.el¥ dvs A=~4.88 ¢~-0.931rad

= x(t)~Re{4.88-e71%% ¢!} - 4.88cos (@t -0.931)

Kommentar: Losningsvag 2 ger ofta enklare berakningar an Iésningsvéag 1 !



KAPITEL 2

Forelasning 3-5

e Signalmodellering m.h.a.
basfunktioner
e Fourierserieutveckling
" Spektrum



Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 1

Kap. 2: "Constructing signals from building blocks”

—  Approximera signalen x(t) med en linjarkombination av
ett antal basfunktioner:

x(t)=X(t)=> ¢ -4 (t) . Basfunktioner
A A

-
S _——— -

Varfor? (se aven boken sid. 75)

1. Ofta enklare att generera X (t) = > c, - ¢ (t) &n att generera den
fullstandiga signalen x(t) direkt. k

2. Svart/omojligt att lagra en tidskontinuerlig signal x(t).
Lagra istallet motsvarande koefficienter {..., c_,, ¢y, C4, Cy, ...}

3. Mycket lampligt vid berakning av utsignaler fran linjara system!

Boken: Valj c, & ¢ (t) s& att signalenergin He(t)‘z dt minimeras

dar felsignalen &r: [e(t) = x(t)—X(t)
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Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 2

BILD 2-7: Jamfor basfunktioner med basvektorer,
Tva basvektorer i ett 3-dimensionellt vektorrum:

~

Felvektorn e=x-x =

Den béasta approximation av X fasom € L 4, och € L ¢,, dvs.

eoy=0 & €0 =0 (skalarprodukt)
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Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 3
I

Fortydligande exempel: En basvektor i ett 2-dimensionellt vektorrum

X=X+€, dar X =c,-¢ &rbasta

majliga approximation av X om € L ¢,

dvs. €og =0, dar e =X -X

________________ — 2
4|
. Skalarprodukten: b, l
| |
| — |
1 a = a,], a2, ,aN _ j— b N !
A ( ) =aob=(a a,...ay) :2 =aby +ab, +--+ayby =D ab, |
: b :(b1,b2,. ’bN) . n=1 :
I by I
_______________________________________________________________ |
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Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 4

Tva basvektorer i ett 3-dimensionellt vektorrum

For varje basvektor ¢,
galler darfor foljande:

LOs ekvationssystemet

= ¢ &¢C,

Om manga basvektorer = linjart ekvationssystem av hog ordning = Jobbig att I6sa!

-2
Om ortogonala basvektorer = 5p o%( = M“ , P=Kk = | c, :L()?ogz?k) vk

0; p=k ‘(/?k‘z
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5

{\/\Aﬁap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling
I

Skalarprodukt & Inre produkt — for vektorer & funktioner

Vektorer
a=(a,a,....ay)
{6=(b1,b2 ..... by )

b,
o b,
acb=a-b' =(a,ay,....,ay)| .
N b
=Y by §

=

TSKS09 Linjara System

- = e e e e e e e e e e e e e e e e e

Funktioner

a(t)

Copyright © Lasse Alfredsson

Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling

6

Skalarprodukt & Inre produkt — for vektorer & funktioner

Vektorer

Om a,b, €C = |Inre produkt:

TSKS09 Linjéra System

- e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Funktioner

a(t)

b (T —%T
— /)
T
T
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Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling

7

Skalarprodukt & Inre produkt — for vektorer & funktioner

Vektorer
a=(a,ay...,ay)
{5=(b1,b2 ..... by )

TSKS09 Linjara System

- - - e e e e e e e e e

Funktioner

a(t)

Om a(t)Lb(t) = <a(t),b(t)>=0

Copyright © Lasse Alfredsson
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8

Exempel 1 — tre ortogonala fyrkantpulser (=Fig. 2.10-2.12)

1] h(t) 1 do(t) a(t)
! t
T T -
b (1) . 2
| t B0 4)
T T s [T 1 t
) 4 2 : i T ar T
¢4(t) -1 4 4
3 t h(t) (1)
T T 1 |
. 2 - .
—————————————— %_'f_"_l A 4 > 2
sl T, p:kl ’
- A=y Pl

TSKS09 Linjéra System
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Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 9

I
Exempel 2 — approximera sinuspuls med ortogonala Walsh-funktioner

1 1 (Fig. 2.16)
#o(t) 4]
0 0 T =1sek
-1 -1
- 05 o 05 1 valj foliande
Po(1) . ¢3(t)o koefficienter:
1 1 ¢, =0.636
0 0.5 1 0 0.5 1 ¢ =0
1 — 1 =
¢4(t) ¢5(t) Co = 0
0 0 ¢, =—0.053
1 -1
0 0.5 1 0 0.5 1 C=0
1 — 1— cs =—-0.127
de(t) (t)
"o 70, Cq = —0.264
-1 -1 — c;, =0
0 05 1 0 05 1
Tid [sek] Tid [sek]
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Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 10

forts. Exempel 2 — approximera sinuspuls med Walsh-funktioner

19 Approximation med 4 av 8 mojliga termer (Fig. 2.15)
) 7
X(t) =2 ¢ - (1)
1 X(t)---__ e S R -
\\\ ll
N
N b N 7
/ \ C, =0.636
2 06 / \\ - ¢, =0
0l / \ ) ¢, =—0.053
0l ) cs =—0.127
\ Cg = ~0.264
0 | | | | C7 = 0

0 0.2 04 0.6 0.8 1
Tid [sek]
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Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 11

Exempel 3 — approximera fyrkantpuls med sinusfunktioner

SRVARV
AN N\

TSKSO09 Linjara System Tld [Sek]

IAVAVAY

o WP N\
R VAVAVAY
sl N e AN

Aot)
VY
_?l |

Tid [sek]

MVAVATAVAY

(Fig. 2.14)

Valj féljande

koefficienter:

Co =12
=2/x

c,=0

c; =2/3x

c, =0

cs =2/57

Ccg =0

c,=2/Tx

Copyright © Lasse Alfredsson
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12

forts. Exempel 3 — approximera fyrkantpuls med sinusfunktioner

Approximation
12, _ 7P ‘

med 5 av 8 majliga termer

[\ NN\
T
0.8-

0.6

Amplitud

0.4-

0.2-

0,

AN oY A\
VARGV

-0.2! | |
0% 0.2 0.4

TSKS09 Linjéra System

0.6 0.8 1
Tid [sek]

(Fig. 2.13)

=2/x
c,=2/Tx
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Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 13

|
Bygga periodiska signaler med cosinus-basfunktioner

Vi vet sedan tidigare:

2r
Summa av cos med samma (vinkel-)frekvens @y = T ar Ty-periodisk:
0

X(t) = Acos(mpt + @) + Bcos(ayt + B) = Ccos(ayt +7)

= X(t)=x(t+Ty)

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson

Kap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 14

|
Bygga periodiska signaler med cosinus-basfunktioner

Summa av cos med olika (vinkel-)frekvenser o, & @, :

X(t) = Acos(aw,t + o)+ Bcos(ampt + B)

Om x(t) ar T,-periodisk, sa galler:

X(t+Ty) = Acos(wyt+w,Ty+a)+Bcos(a,t +apTy +B) = x(t)

w,Tg =K-27 w, =K-o } 2
& Krav: { 2° , kmeN, & 4| ° O dar e, =22
— Da — h =0 samt | w, = SGD(a)a, a)b) Storsta Gemensamma
W, M Delare (eng: GCD)

( @y: grundvinkelfrekvensen )

TSKS09 Linjéra System Copyright © Lasse Alfredsson




{\/\Aﬁap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 15
I

Bygga periodiska signaler med cosinus-basfunktioner

Test av periodicitet:

2

x(t)=> A cos/sin(amt+g¢) &rperiodisk med periodtid T, ==
k )

omm X ¢ Q for alla vinkelfrekvenser @, och @, ix(t).

0

Daar | @y =SGD(..., 0, v, w, ...)

Ett exempel pa nasta bild
& ytterligare ett par exempel pa tavlan...

Copyright © Lasse Alfredsson
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{\/\Aﬁap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 16
. I
Summa av cos/sin | 2-:><Q = Periodisk

W,
C g 2
X(t)=3008 6t—£ + 2cos 1Ot—3—7[ Periodtid T, = —,
e 6 4 @
dar o, = SGD(6,10) =2 rad/s

réd
kurva bla kurva groén kurva

4

Copyright © Lasse Alfredsson
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{\/\Aﬁap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 17
I
F

ourierserieutveckling av periodiska signaler

Bild 14815: x(t) = A, cos/sin(m,t + ;) x(t)=x(t+To)
k /
ar periodisk med periodtid 7, = r W\/

For alla praktiska (= alla fysikaliska) T,-periodiska signaler x(t) galler

x(HYOX, +> X, cos(kant + 6 Detta kallas
()@ ° Zﬁ “ (ke k) fourierserieutveckling av x(f)

w, = 2rfy: grundvinkelfrekvens X,: medelvardesnivan
fy = 1. grundfrekvens X;cos(apt +6;): grundton
To deltoner

X, cos(kagt + 6, ), k =2,3,4...: vertoner

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson

{\/\Aﬁap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 18
I

Basfunktioner ¢, (t) = cos(kayt + 6, ) !

¢1(t) = cos(awyt)

¢ (t) = cos(3ayt)

¢s (t) = cos(5awyt)

TSKS09 Linjéra System Copyright © Lasse Alfredsson




{\/\Aﬁap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 19
I

~cos(kawyt) och cos(payt) &r ortogonala basfunktioner!

\ /\ /\ / ¢3(t)=cos(3wyt)
VNS ¥

\ /\ /\ /\ /\ ﬂ¢5 = cos (5wyt)

VVV VY

¢3(t)¢5(t) = cos(3ayt) - cos(5wyt)

TO

)05l [onl)ft)at =0

0

, > Aven fasférskjutna cosinusar &r ortogonalal
KS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson
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I

Ex: Approximation av fyrkantvag

.

x(t) = Z

(k udda)




{\/\Aﬁap. 2: Signalmodellering — Fourierserieutveckling 21
I
F

ourierserieutveckling av periodiska signaler

JAVA-demo:

Generering av periodiska signaler med hjalp
av (co)sinusformade basfunktioner:

www.falstad.com/fourier

OBS - testa aven detta sjalv!

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson
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I
F

ourierserieutveckling av periodiska signaler

Jja —ja
e + e
Farbror Euler: COS(a) D

= Anvénd basfunktionerna | g, (t) — elkoo | istallet for cos(kwyt+6),)

= Alternativ (matematiskt lampligare) fourierserieutveckling:
(visas pa tavian)

x(t)=> ckejk%t Komplex fourierserieutveckling av x(f)
k=—0

1 _ jkaoyt
Komplexa fourierseriekoefficienter: | %k = T_ol x(t)e dt

(visas pa tavian)

TSKS09 Linjéra System Copyright © Lasse Alfredsson
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I
F

ourierserieutveckling av periodiska signaler

Jamforelse/sammanfattning:

x(t) = Xo+ Y X cos(kapt +6,) = > ¢
k=1 =
Cy = i j X(t)e_jka’ot dt X(l‘) ar reellvard
Ty & Ci =0k

Enkelsidigt spektrum (k>0): |  Dubbelsidigt spektrum:
X,=C¢C |
L }Amplitudspektrum ‘Ck‘ Amplitudspektrum
‘><k':: :2‘(2k‘ !

arg c, Fasspektrum

0, =argc, Fasspektrum

TSKS09 Linjara System ' Copyright © Lasse Alfredsson
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I

Spektrum - grafisk beskrivning av periodisk signal
(se éven tidigare forelédsning)

~ ~

. X_ . , X . w
X, cos(mayt +6,,) =Tme"9m . g/ment +—2’" g /om . gmImant
' /, %/_J TK—J
Cm Cm=C_m
e
)(hqefgm
N v \ v
Icm I Cm
may To —-May, ma, ~w
(m k) (m k)
.. L. Antingen
Enkelsidigt Dubbelsidigt -axel eler
-axe

komplext spektrum komplext spektrum

TSKS09 Linjéra System Copyright © Lasse Alfredsson
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I

Spektrum - grafisk beskrivning av periodisk signal
(se aven tidigare forelédsning)

X, COS(Mayt +0,,) == e/on . g/Me! . Zm g=Jon . g~ Jmert
2 2
H_J %/—J

%k

C C,,=C_
A A m m m
X, A
I\C-m\ T S|
m "k -m m “ k
0 0 Delton m har vinkelfrekvens ma, A
m arg c,,
- ",
m "k 1 m "k
argc_p,

Enkelsidigt amplitudspektrum Dubbelsidigt amplitudspektrum
resp. fasspektrum resp. fasspektrum

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson
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. . |
Komplexvart spektrum — ett allmant exempel:
z(t)= 3+4cos(3t+%)+3003(5t—%)

v T T

j= . -j= -j= . =
=3 + 26 23 1 2g 2773 | {1 Bg 6/ 150 6 /5

N\ jﬁ \
ede 2
_jﬁ
.3 36 6 v/ ‘3 T
e -j= J5
% 2e "2 2e 2 T
6 T
1.5e 1.5e16
. .
3 5 -5 -3 3 5

Enkelsidigt spektrum Dubbelsidigt spektrum

TSKS09 Linjéra System Copyright © Lasse Alfredsson
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Fourieranalys & fouriersyntes
Fourieranalys:
x(f) och @, (eller T,) &r givna. Bestdm ¢, =7_i _[ x(t)e‘jk“’otdt

Signalens frekvensspektrum, dvs. ¢, ritad som funktion av
frekvens eller vinkelfrekvens, ar ofta av intresse.
Vanligen ritar man da amplitudspektrum och fasspektrum:

Cy |Cil
A XD 7f, —5f, =3, —f, | f, 3f, 5f, 7T,

/f\ /J\ /f\ N C_?:f;rg ITIAZQZ;, ! T7lf0\f

VAV ~7f § | &3, 111 5f

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson
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I
Fourieranalys & fouriersyntes

Fouriersyntes:

¢, och wy (eller Ty) &rgivna.  Bestdm x(t)= >’ c, e/
k=—o0

| praktiska sammanhang ndjer man sig med en approximation: x(t) ~ Z ckefkwot

C_m> Coms1se+ > Cpu-1 Oy N
» T|Ck| L

TT.?TTT JTT?.E\I\T\J A\

A arg ¢,

T_5fo I T T fo 3foe TTm\f
Tl % | Y3 l [ l 5.

TSKS09 Linjéra System

Copyright © Lasse Alfredsson
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Lasses hafte

Forelasning 6

e Systemegenskaper
= Kausalitet
" Tidsinvarians
= Stabilitet
= Linjaritet
e Linjarisering av
icke-linjara system



{\/\MSystemegenskaper 1
. . . I
Modellering av fysikaliska system som

diskreta system

x(t) 2 y(t) = 74 x(t)}

e —

Lumped = diskret

Ett system ar diskret om systemets fysikaliska storlek ar sa liten
att hela systemet exciteras (reagerar) samtidigt av en insignal.

Ett system som inte ar diskret kallas for ett distribuerat system.

Modellering av system
Hittills har vi behandlat modeller for (framst periodiska) signaler.
Nu skall vi fokusera pa modeller for fysikaliska system.

Speciellt intressant/viktigt:

e Systemegenskaper
e Berakna systemets utsignal y(t) for olika insignaler x(t)

TSKS09 Linjira System Copyright © Lasse Alfredsson

{\/\MSystemegenskaper o)
I

Systemegenskaper X —— 7 |—— ()= 74x(t)}

Systemoperatorn 77 ar olika for olika system.

_______________________________________________________________________

Nagra : |
systemexempel:  y(f)=3-x(t) | y(t)=7+x(t-2) ! y(t)=x(2-1)

_____________________________________________________________________________________________________

| t 2
0=2-E8 | yo)= [ x@)dr |y =JxO | Y= 3 x(t=k-T)
i —o0 E E k=-2

_____________________________________________________________________________________________________

For ett KAUSALT SYSTEM galler att dess utsignal inte beror pa
insignalens framtida varden, dvs. y(t,) beror inte pa x(t) for nagot t>t,.

Ett system som inte ar kausalt kallas icke-kausalt.

TSKS09 Linjira System Copyright © Lasse Alfredsson




Systemegenskaper 3

Systemegenskaper X0 ——| % |——y(t)=74x(1)}

Egenskaperna hos ett TIDSINVARIANT SYSTEM andras inte med tiden.

Konsekvens: X(t) - y(t) = X(t - tO) - y(t N tO) ( "—”="ger upphov till"”)

Inte tidsinvariant system <« tidsvariant (= tidsvariabelt, icke tidsinvariant)

Utsignalen fran ett STABILT SYSTEM ar begransad for alla
begransade insignaler, dvs |x(f)| S M <> = |y(f)) sN<» | M\NeR

Marginellt stabilt system: utsignalen ar begransad for de flesta begransade insignaler.
Instabilt system: utsignalen &r obegransad for alla begransade insignaler.

TSKS09 Linjira System Copyright © Lasse Alfredsson

Systemegenskaper 4

Exempel pa Linjara Fysikaliska System

ﬂ Vattentank y=h KLmjart omréde
V' [m3], volym Aol A

max

Ih . héid vvvvvvvv Py
2 Linjart
Motstand e
v | [A], likstrom v |
R [Q], V V], likspénning Ohms | ag:
resistans
- V=R x=1
»»»»»» | Vmin

TSKS09 Linjira System Copyright © Lasse Alfredsson




Systemegenskaper 5

Hogtalaren — ett linjart system med tidsberoende signaler

y Linjart omrade y(t)
y max T ymax
x /) \ m t
7 Ve [V
/
A YminT Vi b et

~_ x(f) Klippning <

\> icke-linjaritet !

< T g T T T

to N B -~
| . y(t) IhPa,
—_ Pox(0) V], e o
I lufttrycksférandringar
] 1 - )
> - . (alt. membranlaget [mm])
—_— | vaxelspanning
SKS09 Linjéra System t ! Copyright © Lasse Alfredsson
Systemegenskaper 6
. I
Linjaritet

X(t) —— Z ——y(t)= 74 x(0)}

Lat insignalerna x,(t) och x,(t) ge upphov till utsignalerna y,(f) resp. y,(f)
och betrakta insignalen x(f) = a-x,(t) + b-x,(f) (a, b konstanter)

= Systemet &r linjart om utsignalen kan skrivas som y(t) = a-y,(t) + b-y,(t)

Om systemet 7/ &r linjart galler foljaktligen nedan att y (t) =y (t):

H
X(t) —— A a

% a-Z {x(t)} +b-7{x,(t)}
Xp() —— 7 b

TSKS09 Linjira System Copyright © Lasse Alfredsson




Systemegenskaper 7

Linjaritet x(t) #H —— y(t) = 7x(t)}

Varfor ar linjaritet en sa central systemegenskap?

Allméant samband: Lat x,(t) — y,(t)=Z{x(t)}

och lat x(t)=c,-X,(t) +C, Xo(t) +C3-X3(t) + -+ = D € X, (t)
k

Om systemet ar linjart galler foljande:

y(t)=c1-y4(t) +cy-yo(t) +c5-y5(t) + -+ = ch')/k(t)
K

Detta blir speciellt intressant om alla x,(f) ar basfunktioner, helst ortogonala,

dvs. x(f) = ¢(t) = Alla y(f) = H{4(t)} behdver bara beraknas en gang!

Periodiska signaler ar speciellt intressanta, dvs. da X, (t) = ¢, (t) = e*'

TSKS09 Linjira System Copyright © Lasse Alfredsson

Systemegenskaper ]

Linjar modell av icke-linjart system

y
§ y =k-x+m: icke-linjart system
y =k -Xx: linjart syst
- y ;( injart system ﬁ ~ m
%(1) y(t) x y(t)
X e A =)
/ = X(t)

Det icke-linjara
systemet ar
approximativt
linjart nara
X
(%.¥)=(x0:¥o)
/l;xo Ji’o
x(t x(t y(t y(t)=y(t)+y
()X IO, b v )=T (0,

U

TSKS09 Linjira System Copyright © Lasse Alfredsson

y =f(x): icke-linjart system

X

y =k-Xx: linjart system




KAPITEL 4-5
& Lasses hafte

Forelasning 7-8

e Differentialekvations-
beskrivning av LTl-system
" Exempel: mekaniskt
svangningssystem
e Linjara elektriska nat/system
" Grundlaggande samband
for RLC-nat



Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X y(® 1

I
Systembeskrivning — mekaniska svangningssystem

Svangande dampad fjader .
Byggblock for att representera

mekaniska svangningssystem
E— A
- M

Fjader Dampare Massa

I:f I:d
m
I:m

= Kraftsom  F, = Kraft som * F,, = Tyngd-
paverkar paverkar kraften
fjadern damparen ¢ m = massan

TSKS09 Linjara System

Copyright © Lasse Alfredsson

{\/\/aij _5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X Y0 2
|

Systembeskrivning — mekaniska svangningssystem

Svangande dampad fjader — frilagg och satt ut krafter:

Insignal: andrad infastningspunkt
1

Fjaderkraften F,=K-y,(t) = k-(y, + y(t) = x(t))

Ixy = | Dampkraften Fy = c-(yo (1) = c-(y'() - X))
Tyngdkraften F_, = m-g (g = tyngdaccelerationen)

- Obelastat lage :

Yo

Newtons 2:alag: F,, — F;— F4=m-y"(t)

A Jamviktslage i = m-y'"({t) +cy'(t) + kylt)=m-g-— kyO +cx'(t) +
L k-x(t)
y(®) i Vid vila ar x=0, x'=0, y=0, y'=0, y"=0 = m-g =k-y,

—

-v__ Aktuellt lage

m-y"(t) + c-y'(t) + k-y(t) = c-x'(t) + k-x(t)

K505 LSy 1 ( Motsvarar bokens ekv. 4.28 for y;,(t) = x(t), och f@

right © L e Alfredsson




Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X(® y(® 3

I
Systembeskrivning — mekaniska svangningssystem

Systemet med fjader, dampare och massa resulterar alltsa i en
linjar differentialekvation med konstanta koefficienter som
beskriver sambandet mellan insignalen x(t) och utsignalen y(t) :

Ay dy(Y)

dx (t)
dt? dt

dt

m

+k-y(t)=c +k-x(t)

En matematisk systembeskrivning kallas i boken f6ér the governing equation

Vid modellering av fysikaliska system som linjara tidsinvarianta system
(LTI-system), blir ofta den systembeskrivande ekvationen en
linjar differentialekvation med konstanta koefficienter!

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson

Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X(® y(® 4

Strom
C L Induktans | _ dg (t)
R [ N S
— — . |
AN | | < ™ . +| VA ! -
Resistans -~ Ka acitlan/é/ < b
: R p \l‘ : """"""""""""""""""""""""
E__ > Vag ::C . Potential & Spanning
A _ . Vag =Va Vg
|(t)CD e(t) ' Spanningen mellan
e B — O-I_— . noderna A och B
,777§ \'/B . .V, : Potentialen i nod A
; A \ ' Vg : Potentialen i nod B
Stromkalla . Nod
\ Jord _ ; . Tidsberoende spéanning:
Likspannings- oMM Allméan’ - Vag () =valt)-ve(t)
kalla spanningskalla  t---------ommmooee e !

TSKS09 Linjdra System Copyright © Lasse Alfredsson




Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X y(® 5

Exempel pa alternativa natelementsymboler

Resistanser Kapacitanser Induktanser
— I Y Y
I
—nn—
[ — VY —
— NN \
(boken) (boken) (boken)
Spanningskallor Jordsymbol | Detkan aven finnas fler |
' alternativa natelement- !
/\4_ ' symboler, beroende pa vilken :
\_/ /77/l77 | standard man haller sig till.
. Oftast ar det dock latt att inse |
ﬂ —L— . vilka natelement som avses. |
N (boken)
TSKS09 Linjara System (b0ken) Copyright © Lasse Alfredsson
Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X(® y(® 6

Elektriska Kretsar — byggblock

i(t) Resistans = ideal linjar modell av motstand (resistor).
/+ Storhet: R = resistans Enhet: Ohm [Q]
R
H V(1)
_ Ohms lag, "V = R:1” galler i varje tidpunkt =| vz(t) = R i(t)
= X(t) =i(t) ——= LTI |—— y(t) = vg(t)
Linjart
vl A omrade
Resistansen = LTI-system: Viax
+ * insignal x(t) = i(t) y = R-x
RIQLE v v « utsignal y(t) = vg(t).
resistans <=
B X =1

“--- Motstand/resistor =
fysikalisk komponent

TSKS09 Linjdra System

T Y min

Copyright © Lasse Alfredsson




Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X y(® 7

Elektriska Kretsar — byggblock

i(t) Induktans = ideal linjar Storhet: L = induktans
modell av en spole. Enhet: Henry [H]

i Aven induktansen och kapacitansen
. kan betraktas som LTI-system med
) _ _ .. insignal x(t) = i(t) och utsignal
® KapaCItanS = ideal linjar i y(t) = VLH('[) resp. y(t) = VC_(t) ',

Y modell av en kondensator. : eller spanningarna som insignal
och strommen som utsignal!

+
C —— Vc() Storhet: C = kapacitans
- Enhet: Farad [F]

: dve (t L
4 @) i(t)=C- c () = Vc(t):ij‘l(r)dz’
) () dt C,
TSKS09 Linjéra System_ Kondensator Copyright © Lasse Alfredsson
Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X Y0 g

Kirchhoffs lagar

Kirchhoffs stromlag

- Summan av alla strommar in i
. en nod ar lika med summan av |
- alla strommar ut frdn noden.

_________________________________________________________

For kretsen till hoger:

iy (1) +i, (1) =g (t)+iy(t)+ig(t)

j—
—ig (t) =iy (t)+is (t) =iz (t)+is(t)=0
.. ) :r"“-"-“_"-_i Summera med
Allmant samband: | ; lk (t) =0 : + om strommen gér in i noden
b oo : — om strommen ga&r ut frn noden

TSKS09 Linjdra System Copyright © Lasse Alfredsson




Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X(® y(® 9
I
Kirchhoffs lagar - :
i —%ﬁ: — !
. . . ! A\ 1
Kirchhoffs spanningslag | V(1) T :
- Summan av alla potentialandringar | | x(t) B y(t) :
‘langs varje sluten vég i ett | i g) + I
- elektriskt nat &r noll. L N
——————————————————————————————————————————————————————————————— ! VL (t) :

— Tre ekvationer for kretsen ovan:

1) y(t)+vg(t)—x(t)=0
Summera med

+ vid potentialh6jning 2) x(t)=vg(t)-vc(t)-v (t)=0
— vid potentialséankning
U 3) v (t)+ve(t)-y(t)=0 |
Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X(® y(® 10

Exempel — systembeskrivning for ett elektriskt system

(1) R L o
! + -+ - + |
: VR(t) VL(t) !
' c== v() |

Berakna sambandet mellan utsignalen y(t) och insignalen x(t) !

oy . : . Hjalpstorheter:
Tavelberdkning — anvand Kirchhoffs spanningslag samt

I(t t
strom-spanningsambanden for R, L och C: I )h VR((t))
och v,
d®y(t) dy (t) — |
_ En differentialekvation! Samma
LC dt? +RC- dt Ty <t) =X (t) typ av systembeskrivning som for
mekaniska svangningssystem!

TSKS09 Linjdra System

Copyright © Lasse Alfredsson




Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X y(® 11

Seriekoppling av natelement

Nedanstaende kan erhéllas bl.a. med hjalp av Kirchhoffs spanningslag
samt observationen att samma strom flyter genom hela seriekopplingen:

: R; R, R, Rs =R +R, +--R; R, :
e 1 F------ —— R S S e S
| L, L, L, Lo =L +L, +---L, L i
D e Y'Y Y'Y __ Y, - N — Y Y\,
o4 B A B
i 1 1 1 1 i
, — =t —F - — |
: C C, C, G C G C, Cs :
: [ I __ | ., CTTTTTTTs > . | |_ .
LA B! _‘ B A B !
: . C,-C .
i Specialfall forn =2: C, =—+—2 |
Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X(® y(® 12

Parallellkoppling av natelement

Nedanstdende kan erhéllas bl.a. med hjalp av Kirchhoffs stromlag
samt observationen att samma spanning ligger 6ver alla natelement:

: L4 o L4 o |
i R, . L, L, Cy C, C”i
| s ¥ I
: ,'I Specialfall i ,'I Specialfall i ,'I :
: 4 e dén=2: | 4 ‘6// dan=2: 14 k,/ :
i . R, =R,//R, l ] Lp= Ll//.LZ : 1. :
: P _Ri-Ry, P Lk P |
B " R,+R, 1 B L +L, | B i
i i:i+i+ i i i:i+i+ i i Cp:C1+C2+'”Cn :
| R, R R, R, | L L L Ly : i

TSKS09 Linjdra System Copyright © Lasse Alfredsson




Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X y(® 13

Spanningsdelning Over resistanser

En spanning som ligger éver tva seriekopplade resistanser
fordelas Over resistanserna i proportion till deras storlek:

__________________________ 1 s

vy (t)

i(t)= (Ohms lag)

Py
=

+

P
N

00 L

S = Vl(t)ze(t)’m

(Strommen i(t) gar genom bada resistanserna)

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson

Kap. 4-5: Mekaniska och elektriska svangningssystem X(® y(® 14

Stromdelning for resistanser

En strom som gar genom tva parallellkopplade resistanser fordelas
sa att storleken av varje delstrém blir omvéant proportionell mot
storleken av respektive resistans:

e(t) — (Ohms lag)

L — - il(t)zi(t)-%

(Spanningen e(t) ligger 6ver saval R, som R.,)

TSKS09 Linjdra System Copyright © Lasse Alfredsson




KAPITEL 6-7
& Lasses hafte

Forelasning 8-10

e Strom/spanningsamband i
elektriska LTI-system vid
sinusformade kallor

" jo-metoden: impedanser,
& komplexschema

e Frekvensfunktionen H(®)

" Ampl.- & faskaraktaristik

e Frekvensselektiva filter



Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 1

Berakning av utsignal fran LTI-system

Exempel — uppqift 5-4a):

e :
4 + X0 y()
Vin(1) C) R Ve(t) = y() . —{ LTI ——
= X( ) |
- L dvgt(t)m Ve (t) =R v (1) ] dydgt) R-y(t)=R-x(t)

Losning av differentialekvationen for varje insignal x(t): | y(t) = yu(t) + y,(t)
(Yh(t) = homogen losning, y,(t) = partikular I6sning)

Finns det ndgot enklare satt att berékna utsignalen vg(t), utan att férst berékna
differentialekvationen och sedan l6sa differentialekvationen for varje insignal?

JA —i synnerhet om insignalen ar en frekvenssignal!

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson

Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 2

Samband, strom-spanning, for elektriska natelement
vid (co)sinusformade strommar och spanningar
v(t):\7cos(a)t+gov):Re{V-ej“’t}, dar V =V .el%
i(t)= fcos(a)t+(pi):Re{l -ej“’t}, dar I =1.e
(

o e R &r har en konstant )

®

It
+

R H V(t) = Re{V.ej”t}zRe{R-l -ej“’t}

= V=R-I

TSKS09 Linjédra System Copyright © Lasse Alfredsson




Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 13

I
Samband, strom-spanning, for elektriska natelement
vid (co)sinusformade strommar och spanningar

oY v(t)-L. 90

L§wo .

_ V =jolL-I
it (0= & (t)
+ dt
c —— V()
v-—L.|
JaC

TSKS09 Linjara System

= Re{\i.eja}t} _ L-d (Re{clit.ejwt})
d

— _Re{bl- " }_Re{jwl_-l.ej“"}

= Rell-el] :C‘d(Re{v .ejwt})

dt

= Re{c V .de—ja)t)}_Re{ij.V _ejwt}
dt —

Copyright © Lasse Alfredsson
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Elektriska kretsar med (co)sinusformade kallor

Sammanfattningsvis galler alltsa foljande:

I - Ohms lag:
—— | '
+ \V/ - V=21

V ar en komplexvard spanning,
| &r en komplexvard strom

Natelement Impedans, Z
Resistans R = Zx=R
Induktans L = Z =joL
Kapacitans C =  Z; :jia)c

Tolkning: Den elektriska kretsen gors om till ett komplexschema, med

komplexvarda signaler och komplexvarda impedanser.
Impedanserna betraktas som komplexvéarda "resistanser”!

— Oftast mycket enklare berakningar!

= |"Jo-metoden”

Exempel pa tavlan:

TSKS09 Linjédra System

Berakna y(t) i 5-4a) da x(t)=4cos(50t + n/3) Volt
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Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) §

Frekvensfunktionen H(w)

(slutsats — fran tavlans rakneexempel:)

Frekvensfunktionen H(w) for ett (stabilt) LTI-system beskriver
systemets frekvensegenskaper, dvs. hur mycket systemet
amplitudskalar och fasforskjuter frekvenssignaler:

Insignal: x(t)= X cos(ayt + ¢, )= Re{X e“"xt} AAAAAAAA 7 X = Xel

Med H(a)x):‘H(a)X)‘ejargH("’x) erhélls d&

TSKS09 Linjara System
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Frekvensfunktionen H(w) (fér stabila LTI-system)

Alternativ framstallning av de mycket centrala sambanden:

Stabilt LTI-system v
X Y:XH(CO) = H(a))é_
1 Hlo) 7 X
X(t) y(t)
X(t)z)ZCOS(a)Xt+(pX) = y(t):)Z.H(wX)‘COS(w t+qox+argH( ))
Y —
Y ?y
x(t)=X elot - y(t)zx,H(a)x).ert
A ~
LA sz_ejgﬂ \T)

{ |H(®)|: Amplitudkaraktaristiken

arg H(w): Faskaraktaristiken

TSKS09 Linjédra System Copyright © Lasse Alfredsson




Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 7

Samband mellan differentialekvationsbeskrivning

och frekvensfunktion for LTI-system (i
R — 71/
LTI-system av ordning n:
d"y (t) d"y(t) dy (t) _,d™x(1)
Gy A oy gy (€)= by by (1)

= f(t) i kursboken

Losning av differentialekvationen = y(t) = y,,(f) + y,(t)

t)=X t _Re!X.eglot
Insignaler av frimsta intresse: {X< ) CO.S(a) +0x) e{ © }
X(t) = X -/ OBS: w = w, = konstant

Lat x(t)=X-e/! Yy bn(io)" by g ()" by (o) + by

= y,(t)=Y- e/t a, (jo)" +a,_4 (ja))'ﬁ'_1 +---ay (jo)+a

TSKS09 Linjéra System FOf'tyd/Igande eXempeI pé taVIan,’ Copyright © Lasse Alfredsson

Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 8

Samband mellan differentialekvationsbeskrivning

och frekvensfunktion for LTI-system y(t
R — 71/

Frekvensfunktionen:

. \m . \m-1 ,
H(a)) = Y = bm(ja)) +bm_1(ja)) +---b1(ja))+b0 (a):variabel)

X a, (jo) +a, 4 (jo) " +a(jo)+a

Jamfér med den systembeskrivande differentialekvationen: 1
d"y (t) d"y(t) d"x(t) d" " (t)
an-T+an_1'W+---+ao-y(t):bm- o +bm—1'w+'“+bo‘x(t)

OBS: e Frekvensfunktionen H(w) existerar bara om LTI-systemet ar stabilt!

* Information om systemets stabilitetsegenskap erhalls
fran differentialekvationens homogena I6sning, y,(t)

TSKS09 Linjdra System Copyright © Lasse Alfredsson




Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 9

Differentialekvationens homogena |6sning, y(t)

Total diff.ekvationslosning:

y(t) = yh(t) + (1) * Partikulériésningen y,(t) beror pa insignalen x(t)
P » Den homogena I6sningen y,(t) ar oberoende av x(t)

Homogen l6sning — Satt differentialekvationens hogerled till noll:

d"y(t d" My (t dy (t
'dT()+an1.dT—$)+ +ay- ()+ao-y(t)=0

) i ’D
En l6sning ar y,(f) = A-eSt Stoppa in i

.. = Den karaktaristiska ekvationen: a,-s" +a, ,-s" ' +---+a,-s+a, =0

a,

= nlosningar s, S,,..., s, !'OBS!! 0 & Stabilt system
I
N (t) = E limy, (t) { =+ < Instabilt system
Y ;| [ ] .
"""""""" | # 0,+to0 < Marginellt stabilt system
TSKS09 Linjara System ! Copyright © Lasse Alfredsson
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Den homogena losningen y, (t)

Stegsvar (transientsvar), kap. 6.3:  y(t) = y,(t) + y,(f) da x(t) = A-u(f)

Har ar den homogena losningen y, (f) av speciellt intresse:
yi(f) = utsignalens insvéngningsfériopp runt den partikulara I0sningen y,(f) = B-u(t).

Om (kausalt och)
stabilt system

lim y (t) =y, (t)

t—o0

TSKS09 Linjdra System Copyright © Lasse Alfredsson




Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 11

Den homogena losningen y, (t)

Frekvenssvar ("steady state response”), kap 7:
y(0) = vilt) + yo() & x(t) = X-cos(ayt + ¢,)

Vi studerar framst (kausala och) stabila system = lim y, (t)=0

A
= y(t) = y,(t) = X |H(w,)|-cos(a,t + ¢, + arg H(w,)) Vid 150 har y.(6 dott |
| h |

| ut "for lange sedan”! !

\/\ X(t) = X-cos(a,t + ) Y0 = Yy(t) = V-cos(ayt + 9,)

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson
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Sammanfattning, samband insignal—-utsignal for stabila LTI-system

Stabilt y
LTI-system H (a)) -

X X
(t) Ho) y(t)

Y = Utsignalens komplexa amplitud
X = Insignalens komplexa amplitud

x(t) y(t)

X cos (o, t+¢,) X |H (e, )|cos(w, t + ¢, +argH (e, ))

X gl X -H(w,) e'*!

Xo+ > X, cos(my t+¢y) Xo-H(0)+ Y X, -|H (e )| cos(ay t +p, +argH (e ))
K K

Om x(t) &r periodisk med periodtid T, = @ =k @, dar g, :3__” samt z - Z
: K k=1

Z c - e/kant Z ¢ -H(kay)- e/kant Samband fér komplexa
Pt P fourierseriekoefficienter

TSKS09 Linjdra System Copyright © Lasse Alfredsson




Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 13

Jamfdrelse — amplitudspektrum och amplitudkaraktaristik |

Stabilt
LTI-system

x(t)

y(t)

— Hlo) ——

T,-periodisk insignal X(f):

x(t)= i c, - ek
k=—x

Systemets frekvensfunktion:

H(w) = |H(o)|

T,-periodisk utsignal y(t):

y(t) _ i dk 'ejkwot
k=—x

d, =c -H(ka)o)

TSKS09 Linjara System

Insignalens amplitudspektrum

x|

rTrTTTTTTTTTrTrk%

Systemets amplitudkaraktaristik

1/\ ‘H(a))‘

RN

Utsignalens amplitudspektrum
[di| =lexl|H (kay ) T 5
tlee . 21 t, 02020t ko

—7w, —5w,—-3w, —a)0| w, 3w, 50, Tw,

Copyright © Lasse Alfredsson

Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 14

Frekvensselektiva Filter

LTI-system

x(t)

— | H)

>

Vid systemanalys ar man oftast i forsta

y (t ) hand intresserad av systemets

amplitudkaraktaristik |H(w)|
(faskaraktaristiken arg H(w) ar inte lika central)

Mycket ofta forekommande och viktig typ av LTI-system:
Frekvensselektiva filter

Ett LTl-system som konstrueras sa att det far 6nskade frekvensegenskaper,
dvs. onskad amplitudkaraktaristik (och/eller faskaraktaristik). Exempel:

H (o)

Lagpassfilter

N NS

Bandpassfilter Hogpassfilter

TSKS09 Linjdra System
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Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 15

I
Frekvensselektiva Passiva Filter

Frekvensselektiv filtrering: Amplitudnormerat

Y =X -H(w) ) [H(o)| filter: |H()mayl = 1
- |H
// IR - /' \\ ‘ max‘ lMotsvarar -3dB
/ 1 ‘Hmax‘
/ ! N2
/ \
1 \
/ \
/ \
T ) o 2) g

A
@4; undre 3 dB-grénsvinkelfrekvens Passband

@,; 6vre 3 dB-gransvinkelfrekvens  Spérrband

N

Sparrband

B = w, — w4; bandbredden

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson
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I
Vanliga Ideala och verkliga frekvensselektiva filter:

LP-filter HP-filter
Idealt . Idealt
LagPassfilter |H (a))| Verkligt HdgPassfilter |H (a))|
~_ LagPassfilter ~
Y / T ~
: Verkligt
J k \ J HogPassfilter
—@, @, o L —@, W, 0]
----------------------------------------- H(—0) = H" (@)oo
BP-filter ' BS-filter
:?ijae:gPassfilter |H (a))| Verkligt gj:r?cl;Spérrﬁlter |H (a))| Verkligt
\ BandPassfilter ! / BandSparrfilter
N e
J \\ J \\ \__ ./

TSKS09 Linjdra System
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Kap. 6—7: Diff.ekvationslosning och frekvensfunktionen H(w) 17

Exempel: Laboration i Linjara system — Notchfilter
H(o)

Wy 10,

Funktion: "Slapp igenom” alla sinusformade signaler,
utom de som har vinkelfrekvens o, rad/s.
Frekvenssignaler nara w, dampas kraftigt.

Ett enkelt notchfilter av ordning 2: s I T :

(Filtrets/systemets ordning R C

= antalet kapacitanser + antalet induktanser) X(l‘) y(t)
L

Testa rlcdemo i Matlabs Control Systems Toolbox! ~ =

TSKS09 Linjara System Copyright © Lasse Alfredsson
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