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Tack

Detta kompendium &r baserat pa ett dldre kompendium av Per-Erik Danielsson. Aven andra personer
har arbetat med kompendiet under arens lopp, sasom Karin Wall, Ingemar Ragnemalm, Olle Seger, samt
jag sjalv, Maria Magnusson. Under sommaren 2011 6verférde Kamalaker Reddy Dadi text och ekvationer

till IATEX.






Kapitel 1

Introduktion till Bildbehandling

1.1 Signalbehandling och digitala bilder

En en-dimensionell signal dr en funktion som endast endast beror av en variabel. Ett exempel pa detta
ar sinusvagen

z(t) = sin(t). (1.1)

P& liknande sétt dr en n-dimensionell signal en funktion som beror av n st oberoende variabler. Ett
exempel pa en tva-dimensionell signal ar

f(z,y) =sin(z —y) + 1. (1.2)

Inom signalbehandlingen begrénsar man sig ofta till en-dimensionella signaler med tiden ¢ som va-
riabel. Tva-dimensionell signalbehandling kallas ofta bildbehandling. Det vi i dagligt tal menar med
en bild ar ju en tva-dimensionell funktion. De oberoende variablerna betecknas ofta med z och y och
betraktas som spatiala (rums-) koordinater. Den tva-dimensionella signalen f(x,y) i (1.2) kan illustreras
med Fig. 1.1 nedan, déar f(x,y) = 0 avbildas pa svart, f(z,y) = 2 avbildas pa vitt och dvriga viarden pa
f(z,y) med proportionella graskalevirden.

Det bor ocksa ndmnas att disciplinen bildbehandling ocksa sysslar med mang-dimensionella bilder.
S& behandlas t ex bildsekvenser dér tiden ¢ &r den tredje variabeln, och bildvolymer dér (z,y, z) ar ett
vanligt sétt att beteckna de tre rums-koordinaterna.

Generaliseringen fran en-dimensionell till fler-dimensionell signalbehandling &r i langa stycken rétt-
fram och relativt sjélvklar. Oavsett detta bor utvidgningen till tva dimensioner goras och noteras. Till
detta kommer att effekter och samband existerar for tva-dimensionella signaler som helt saknar motsva-
righet i en-dimensionell signalbehandling. Ett sddant fall 4r rotation.

En digital bild fp(i,j) dr en tva-dimensionell array med bildpunkter. En bildpunkt brukar kallas
pixel (picture element). Antalet pixlar utgor bildens “storlek ”. En vanligt storlek éir 512 x 512 = 218 =

A

Figur 1.1. Graskalebild enligt (1.2).
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Figur 1.2. En bildanalysmodell.

1/4 Mpixel. Oftast kvantiseras pixelvirdet s att ett dndligt antal graskalevirden kan representeras. Atta
bitar ger t ex 256 graskalenivaer vilket gor att minnesutrymmet fér den ovan ndmnda bilden blir 1/4
Mbyte. I en digital bild ar alltsa de tva spatiala koordinaterna i och j diskretiserade och amplituden
fp(i,j) ar ofta kvantiserad. En digital bild fp(i,j) representerar oftast en fysikalisk bild eller en
kontinuerlig tva-dimensionell signal f(x,y). En éversittning mellan dem kan vara

r 255, [z, y)/k = 255,
fo(ig) = fo (5 +257, % +257) = { 0, fla.y)/k <0, (13)
round [255f(z,y)/k], annars,

dar1 <4 <5120ch 1 < j <512, dvs bildstorleken ar 512x512, k &r en konstant, A 4r samplingsavstandet
och amplituden fp(i,j) dr kvantiserad i 256 nivaer fran 0 till 255. Om bilden sedan ska visas pa en
dataskdrm, maste de 256 olika nivaerna omvandlas till olika férger eller graskalevirden. Detta gors via
en sa kallad fargtabell. Den vanligaste graskalefargtabellen avbildar virdet 0 pa svart, vardet 255 pa vitt
och mellanliggande véirden proportionellt pa olika gratoner. Numera blir det mer och mer vanligt att fler
dn 8 bitar anviands for att lagra varje pixelviarde. | MATLAB t ex, lagras pixlarna oftast i flyttalsformat
med dubbel precision, 64 bitar, vilket gér att minnesatgangen for att lagra en bild 6kar med en faktor 8.
D4 bilden ska visas pa dataskdrmen méaste dock flyttalsvirdena forst omvandlas till heltalsvarden mellan
0 och 255 (typiska virden) som via fargtabellen konverteras till de farger eller gratoner som ska visas pa
skérmen.

Enligt ekvation (1.3) kan den digitala bilden knytas till den bakomliggande kontinuerliga signa-
len. Samplingsteoremet ger oss vigledning att beddma om omvéndningen ocksa dr mdojlig, dvs om den
bakomliggande kontinuerliga signalen kan erhallas ur den digitala bilden. Inom bildbehandlingen arbetar
vi med kontinuerliga och diskreta linjira filter. Linjira filter definieras och konstrueras antingen i
rumsdoménen eller i frekvensdoménen for att uppfylla speciella kriterier for brusundertryckning, kantde-
tektering, linjedetektering, undertryckande av hoga frekvenser eller laga frekvenser eller for framhédvande
av vissa frekvensband. Efter att ha definierat ett filter sa kan den egentliga filtreringen utféras antingen i
rumsdoménen sasom faltning eller i frekvensdoménen genom att anvénda diskret fouriertransform DFT
och multiplikation. En minskning av skdrpan i bilden (smoothing), kan silunda goras med en lokalt
viktad medelviardesbildning. Detta ar da ett linjart filter som definieras med hjélp av ett antal viktsko-
efficienter i rumsdoménen och som utféres genom faltning. Men filtret kan ocksa beskrivas i termer av
frekvens och &r da ett lagpassfilter.

1.2 En modell for bildanalys

Fig. 1.2 visar en enkel modell for bildanalys som innehéaller flera olika bildbehandlingsoperationer. Fran
véanster till hoger finner vi férst en digital-kamera som med hjilp av optik tar in en bild av en 3D-scen,
samplar och digitaliserar en bild. Hér sker en oerhérd datareduktion. Naturens stokastiska processer har
sitt ursprung pa atomér niva och detta gigantiska informationsfléde kan vi endast registrera delvis.
Nista steg ar graskale-filtrering. Det &r vanligt att de forsta stegen i en typisk bildbehandlings-
sekvens just bestar av linjar filtrering. Erfarenheten har emellertid visat att mycket f& problem kan
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l6sas med enbart linjar filtrering. I hogre grad &n for traditionell signalbehandling géller att bildbe-
handling tycks erfordra icke-linjira filtreringar och transformationer. Olinjér filtrering innebér att en
utgangspixel inte langre kan uttryckas som en linjir viktad summa av ingangspixel. Olinjara filter kan
inte heller definieras i frekvensdoménen. En vanlig olinjar filtreringsoperation &r att producera medianen
(inte medelvirdet) av en omgivning av bildpunkter hos ingéngsbilden.

En speciell form av olinjar operation &r troskelsdattning, dvs Gversittningen av en flernivabild till
en tva-nivaers bindr bild pa sa sdtt att varje pixel i graskalebilden jamfors med en troskel. Efter tros-
kelsdttningen har pixlarna endast tva olika virden, 0 och 1, dar 0 betyder bakgrund och 1 betyder
objektpunkt. Ett antal sammanhéngade objektpunkter utgor ett objekt. P4 denna binéra bild kan man
nu utfora bindra operationer. Det finns méanga olika varianter, varav en &ar att fylla igen hal i objekt.
Vid etiketteringen tilldelas pixlarna i de olika objekten olika etiketter sa att man ska kunna skilja dem
at. Att urskilja och etikettera ett antal objekt fran bakgrunden kallas segmentering. Det finns dven
andra metoder for segmentering dn troskelsdttning - binarfiltrering - etikettering som visas i figuren.

I nésta steg kan det bli aktuellt att for ett visst segmenterat objekt ta fram méatviarden av typ medelin-
tensitet, textur etc. Egenskapsextraktionen resulterar i en serie méatviarden for varje objekt i bilden.
Vilka méatvirden (features) som man bor rédkna fram ur bilden &r synnerligen tillimpningsberoende, men
som exempel kan vi ndmna storlek (area), form (kan definieras pd manga sétt), firg, orientering, me-
delintensitet, granularitet, position dvs (z,y)-l4gen i bilden, nirmsta avstand till annat objekt, etc. Allt
detta samlas i en egenskapslista. Resultatet efter dataextraktionen &r inte lingre en bild utan en lista.
Flera algoritmer har utvecklats for segmentering och egenskapsextraktion. Notera att den ursprungli-
ga digitala bilden, liksom producerade mellanresultat inte behover kastas bort under segmentering och
egenskapsextraktion.

I det sista steget anvdndes egenskapslistan for att klassificera, dvs artbestdmma, kinna igen, avgora
vilken sort ett objekt tillhor. I vissa tillimpningar kan det vara hela bilden eller scenen som skall klassas.
I ganska manga fall, t ex industriell avsyning, screening av medicinska preparat, finns bara tva mojliga
svar; godkédnd/icke godkénd, cancer/icke cancer. Oftast bor man inféra en tredje klass, vet ej, dvs
undvika beslut i vissa fall, vilket komplicerar klassningsalgoritmerna. I méanga fall &r det emellertid
mycket vunnit att gora ett bindrt beslut med inneborden godkind /tveksam. Om det godkénda fallen blir
avsevirt flera dn de tveksamma dr automatiseringen meningsfull &ven om de tveksamma maéste ldmnas
till icke-automatiserad eftergranskning. Klassificering eller monsterigenkdnning, som det ocksa kallas, &r
en vil utvecklad disciplin som av tradition baseras pd matematiskt-statistiska metoder. En viktig och
teoretiskt intressant aspekt pa klassificering- och igenkédnningsalgoritmer ar mojligheten att trdna fram
ett optimalt beteende (beslutsfattande). Anvindning av neuronnét har i hog utstriackning handlat om
att uppna laraktighet i denna mening. Detta kompendium behandlar inte klassificering vidare.

1.3 Datorseende

Datorseende kan séigas innefatta allt om grundléggande bildbehandling, men utékat med 3D-geometri,
kamerakalibrering och objektigenkdnning. En pagaende trend &r att koppla samman datorseende med
omradet maskininldrning. D& skapar man system som analyserar och lar sig fran bilder. Dessa férviarvade
kunskaper utnyttjas sedan for att losa nya uppgifter.

1.4 Bildkodning

I samband med bildbehandling bér nagra ord sidgas om omradet bildkodning. Det praktiska malet for
kodning ar att komprimera data sd att bilden kan lagras och Overféras mera effektivt. Manga bilder
ar i sjélva verket hogeligen redundanta; ofta kan dataméngden reduceras (komprimeras) med en faktor
10. Ett typiskt exempel ar ett dokument, dvs en svart-vit binér bild, som ofta innehéller ganska stora
areor av tomma vita ytor. I stéllet for att spendera en bit pd varje bildpunkt s& kan man producera
en kodad version pa sa sitt att varje linje innehaller de x-ldgen dar bildens virde véxlar fran svart till
vitt eller tvirtom. Annu béttre &r mahinda att endast registrera avstanden mellan tv sddana omslag i
bildpunktsvardet vilket kallas run-length-coding.

En kodares prestanda méts i form av komprimeringsfaktorn fér en given maximal distorsion, dvs den
tillatna differensen mellan originalet och den rekonstruerade, den avkodade bilden. Under arbetet med
att finna den viktiga informationen i en bild och undertrycka den icke viktiga sa kommer bildkodning
att anvanda liknande filter och filtreringsmetoder som de som anvinds i bildbehandling.

Ovanstaende indikerar att lagnivabildbehandling och bildkodning ofta &r identiska vad géller bade
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mal och metoder. En skillnad kan dock vara att bildkodning normalt avser att hantera alla slags bilder
medan bildbehandling /bildanalys vanligtvis avstdmmes till en speciell applikation dar endast en mycket
begransad typ av bilder kan férekomma.

1.5 Maskinvara for bildbehandling

Maskinvara for bildbehandling ar vanligtvis men inte alltid atskild fran det bildgenererande organet. For
de foljande diskussionerna antar vi emellertid att bilden har producerats och digitaliserats. En fruktbar
diskussion kraver ytterligare nagra distinktioner, ndmligen mellan

e lignivabildbehandling - hognivabildbehandling
e speciell maskinvara - generell maskinvara

e utrustning for slutanvdndare - utrustning for utveckling och forskning

Eftersom sa stor del av lagnivabildbehandling tycks besta av likformiga och ganska enkla operations-
steg, t ex omgivningsoperationer, har denna del av bildbehandlingstekniken varit ett speciellt mal for ny
datorarkitektur, t ex parallella processorer i olika variationer och organisationsformer.

Det bor understrykas att bildbehandlingstillimpningar (om de ar lyckosamma) ror sig gradvis fran
experimenterande med en algoritm eller metod pa ett fatal bilder 6ver programkérningar 6ver ett storre
material for att till slut bli mera produktiva exekveringar for slutanviandaren. Hastighetskravet finns hér
hela tiden. Forsok och misstag ar typiska i de forsta stegen av proceduren dér anvindaren vill ha snabbt
svar for att kunna utvérdera sin egen tankegang. Redan pé detta stadium kan algoritm innebéra ganska
krévande berdkningar. Behovet av snabbhet vid mera produktiva kérningar ar sjélvklart.

Hastighetskravet kommer att 6ka i framtida tillimpningar. Sant tredimensionella bilder, volymer,
produceras av manga nya bildgenererande organ. Nya satelliter kommer att forse oss med en aldrig
sinande strom av bilder av langt hogre upplosning dn vad vi har idag. Dessutom kommer anvindning av
generella metoder for datorseende att 6ka snarare &n minska behovet av berdkningskraft for att processa
en viss bild. Detta gor att trots att datorerna hela tiden blir snabbare och snabbare sa dr det &nda
viktigt att bildbehandlingsoperationerna implementeras effektivt. Det adr darfér som vi i kompendiet
ibland kommer med forslag pa hur de olika algoritmerna ska kunna implementeras pa ett effektivt sétt.

1.6 Bildgenerering

Med bildgenerering (engelska: Imaging) menar vi hir skapandet, genererandet av bilder. Detta dr alltsa
en latt avvikelse fran huvudomradet bildbehandling. Emellertid vill vi betona att bildbehandling i ndstan
alla tillampningar &r starkt kopplad till den process som genererar sjilva bilden. Dessutom anser vi att
det ar lampligt att hir peka pa de enastdende framsteg som har 4gt rum inom detta omrade. En tdnkbar
indelning av bildgenererande organ och teknologi skulle kunna vara féljande:

1) Bildgenerering med elektromagnetisk stralning

e rontgenkristallografi

e medicinsk och industriell rontgen

e rontgendatortomografi (engelska: Computer Tomography (CT))
e gamma-kamera

e SPECT (Single Photon Emission CT)

e optik och optiska sensorer av alla slag

e CCD- och CMOS-sensorer, fotomultiplikatorer

e laserscanners for djupmaétning

e mikroskop, teleskop

e bildsensorer i satelliter
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e IR-sensorer och IR-kameror

mikrovagsdetektorer och antenn

syntetisk aperturradar, radioastronomi

MRI (Magnetic Resonance Imaging)

2) Bildgenerering med partikelstrale

e transmissionselektronmikroskopi (engelska: transmission electron microscopy (TEM))

svepelektronmikroskopi (engelska: scanning electron microscopy (SEM))

e positronkamera (engelska: positron emission tomography (PET))

bildgenerering inom kérnfysikalisk forskning

3) Bildgenerering med ultraljud vilket inkluderar ett stort antal olika varian-
ter, mestadels for medicinskt bruk.

Praktiskt taget alla dessa olika tekniker ir i ett tillstdnd av mycket snabb utveckling. Aven det vil utveck-
lade omradet ljusmikroskopi dndrar sig snabbt under trycket av eventuellt datoriserad bildbehandling.
Datorstyrda mikroskopbord, automatisk fokusering, tvakamera-system for hog och lag upplésning, zoom-
ningsmojligheter, laserscanningteknik, konfokala system &dr nagra metoder som kan adderas till dldre av
typen ljusfilt, morkfélt, faskontrast, fluorocens etc.






Kapitel 2

Endimensionell signalbehandling

Idag sker signalbehandlingen i elektrisk apparatur huvudsakligen digitalt. Digitala signaler dr samplade,
vilket innebéar att man laser av signalvirden pa en kontinuerlig signal med ett visst tidsmellanrum. Man
maste ocksa kvantisera signalens amplitud, vilket ger en tids- och amplituddiskret signal. En sadan signal
kallas digital, medan en signal som &r tids- och amplitudkontinuerlig kallas analog. Mobiltelefoner, i
stor utstrickning vanlig telefoni, CD- och DVD-skivor, ljudspelare och olika styrsystem &r exempel pa
tilldimpningar som anvédnder sig av digitala signaler. Det ar ofta utveckling av billiga och sméa digitala
enheter som mojliggor en 6vergang fran analog till digital teknik.

Trots att mycket av den signalbehandling som utfors idag sker digitalt pa digitala signaler, sa kan man
inte bortse fran den bakomliggande kontinuerliga signalen. I telefoni och ljudanlidggningar exempelvis,
ar det nédvéindigt att aterskapa den analoga signalen ur den digitala versionen. Den analoga elektriska
signalen skickas till en hogtalare dér den omvandlas till ljud s& att vi mé&nniskor kan hora den. Vi kommer
langre fram i kompendiet, ndr vi studerar sampling, se att det finns en mycket stark koppling mellan
den bakomliggande kontinuerliga signalen och den diskreta samplade versionen.

Detta kapitel ger en kortfattad genomgang av teorin kring 1D signalbehandling. Foér den ldsare som
vill férdjupa sig i omradet rekommenderas bockerna [1], [2], [6], [9], [10] och [12] av Bracewell, Cha,
Oppenheim, Séderkvist och Svéirdstrom.
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2.1 Kontinuerlig fouriertransform

Den en-dimensionella fouriertransformen av en signal g(t) definieras
Gw) = / g(t)e 7« adt (2.1)
— 00

och dess invers ar

g(t) = % / G(w)e’ dw (2.2)

Det &r vanligt att man betecknar fouriertransformen av en funktion med samma bokstav som funktionen,
fast man anvander stor bokstav. Ekvation (2.1) ovan dr en funktion av vinkelfrekvensen w. Om man utfor
variabelbytet w = 27 f sa fas foljande alternativa matematiska beskrivning av fouriertransformen och
dess invers,

G(f) = / g(t)e 2Tt (2.3)
g(t) = /G(f)eﬂ”ftdf- (2.4)

Ibland betecknas fouriertransformen G(f) = F[g(t)] och den inversa fouriertransformen pa motsvarande
sitt g(t) = F G (f)].

Alla signaler som existerar i naturen och som vi kan méta &dr reella. For en reell funktion g(¢) kan
man visa att dess fouriertransform G(f) dr hermitisk, dvs

G(f) =G"(=f) (2.5)

Funktionerna G(f) och G(—f) &r alltsa varandras konjugat. Detta kan ockséa uttryckas som
ReG(f) = ReG(—f), (2.6)
IG(f) = ~ImG(~f). (27)

ReG(f) ar alltsd en jimn funktion och ImG(f) &r en udda funktion. Eftersom G(f) &r en komplex
funktion kan den skrivas pa polar form

G(f) = A(f)e*), (2.8)
dér
A(f) =1G(f)] (2.9)
kallas for signalens amplitudspektrum och
®(f) = argG(f) (2.10)

kallas for signalens fasspektrum. Kvantiteten |G(f)|? kallas fér signalens effekt- eller energispekt-
rum. I Fig. 2.1 visas den reella signalen g(t) = II((t—1)/2), dess fouriertransform med realdelen ReG(f)
och imagindrdelen ImG(f). Vidare visas amplitudspektrum A(f) = |G(f)| och fasspektrum ®(f).

En god hjilp for att intuitivt forsta fouriertransformen ér korrespondensen mellan egenskaperna jamn/udda
respektive reell/imaginér i signal- och fourierdoménerna. De flesta av dessa korrespondenser blir uppen-

bara om vi skriver funktionen
g(t) = e(t) + o(t),
dar e(t) ar en jimn (even) funktion och o(t) ar en udda (odd) funktion,

e(t) = 1/2[g(t) + g(=1)],
oft) = 1/2[g(t) — g(=1)].
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Figur 2.1. Signalen g(¢) = II((t — 1)/2), dess fouriertransform ReG(f) + jImG(f), amplitudspektrum A(f) =
|G(f)| och fasspektrum ®(f) = arg G(f).

En jamn funktion e(t) bestar av enbart cosinuskomponenter, en udda funktion o(t) av enbart sinuskom-
ponenter. Av detta foljer att fouriertransformen kan skrivas

2/6 cos(27 ft) dt—2]/0 sin(27 ft) dt (2.11)
0 0

Om ovanstéende resultat (2.11) kombineras med det faktum att “fouriertransformen av en reell funktion
ar en hermitisk funktion” (2.5) fas de viktiga observationerna “fouriertransformen av en jadmn, reell
funktion &r jamn och reell” och “fouriertransformen av en udda, reell funktion &r udda och imaginéar”.
Dessa resultat m fl ar illustrerade i Fig. 2.2.

I Fig. 2.3 och Fig. 2.4 visar vi ett antal fourierpar for nagra vanligt férekommande funktioner. Im-
pulstaget definieras enligt

;IH( ) Z §(t — nT). (2.12)

n—=—oo

dér §() dr den si kallade dirac-impulsen (se nedan). For impulstagets fouriertransform géller

F BHI (:’;ﬂ = TII(fT) = Z 5 <f ) (2.13)
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Rektangelfunktionen har definitionen

0, [tf> é,
o) =1 (3, Itl= 7) (2.14)
1; |t‘ < 2
Triangel-funktionen har definitionen
_ 1=l =,
Alt) = { 0, It > 1. (2.15)
Signum-funktionen har definitionen
-1, t<0,
sgn(t) = { L t>o. (2.16)
Sinc-funktionen har definitionen (nt)
sin (7t
inc(t) = . 2.17
sinc(t) - (2.17)

Jdmna impuls-paret har definitionen

11(t) = %5 <t+ ;) + %5 (t — ;) (2.18)

och udda impuls-paret har definitionen

Li(t) = %6 <t+ ;) — %6 (t - ;) - (2.19)

Nagra allminna observationer ar foljande:

e Diskontinuiteter i en funktion och/eller dess derivator ger langsam avklingning till 0 av transformen
for f — oco. Mera exakt géller att om n:te derivatan (funktionen sjilv rdknas som 0:te derivatan)
ar diskontinuerlig sa avtar G(f) som O (f’(”“)).

e Liten utbredning i den ena doménen ger stor utbredning i den andra.

o Ett litet anta21 funktioner har samma principiella utseende i bada doménerna, daribland den
Gaussiska e~*" och impulstaget (1/7)I1(¢/T).
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Imaginary

Real even Real even

Imag odd

Imag even

Figur 2.2. Fourierpar for jamna och udda funktioner (efter Bracewell).
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Figur 2.3. Fourierpar (efter Bracewell).
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Figur 2.4. Fortsittning av fourierpar (efter Bracewell).
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2.2 Dirac-funktionen

Dirac-funktionen eller dirac-impulsen &r en mycket anvindbar funktion inom savél signal- som bildbe-
handlingen. For dirac-funktionen §(¢) géller f6ljande tva ekvationer,

5(t) =0, t+£0, (2.20)

/ i(t) dt=1. (2.21)
Dirac-funktionen kan beskrivas med grénsvérdet

1 t .

dér IT definierades i (2.14). Det finns en méngd andra gransvarden som ocksd gar bra, t ex denna sekvens
av gauss-funktioner

%exp(—ﬂtQ/TQ) —0(t) d& T — 0. (2.23)

Formen pa pulsen med vilken vi definierar dirac-funktionen har alltsé inte ndgon betydelse. Funktionerna
(1/T)II(t/T) och (t) ar skisserade i Fig. 2.5. Man brukar rita §(¢) som en pil dér pilens héjd motsvarar
dirac-impulsens integral. Dirac-funktioner existerar inte i naturen, men en tillrackligt kort och stark puls
kan ofta modelleras med en dirac-funktion.

(U/T)IKYT) 3(t)
Ut 1

T

Figur 2.5. Rektangelpulsen (1/7)I1(¢t/T) och dirac-funktionen §(t) illustrerade.

En viktig rdkneregel som géller for dirac-funktionen &r
d(at) = —4(t), (2.24)

dér a ar en konstant och a # 0. Ovanstaende samband inses genom att bade HL och VL &r 0 for ¢ # 0
samt att integralen 6ver HL respektive VL &r lika med véirdet 1/]al, vilket inses via (2.22).

2.3 Linjart tidsinvariant system, impulssvar och faltning

Fig. 2.6 illustrerar innebérden av begreppet system. D& systemet paverkas av en insignal x(t) genererar
det utsignalen y(¢).

Insignal x(t) | System |- Utsignal y(t)

Figur 2.6. Ett system som paverkas av en insignal z(¢) genererar en utsignal y(t).

Signaler och system &r alltsi mycket ndra knutna till varandra. Ett vanligt sdtt att karaktérisera ett
system ar genom att ange dess impulssvar. Lat en dirac-funktion vara insignal till ett system. Utsignalen
kommer d& att vara systemets impulssvar, vilket ofta anges h(t). Det &r vanligt att skriva h(t) pa
rektangeln som betecknar systemet, se Fig. 2.7.

For ett linjirt tidsinvariant system (LTI-system) giller foljande egenskaper:
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Linjaritet
Antag att insignalerna x1 (t) och z3(t) ger utsignalerna y; (¢) och y2(¢). Om da insignalen A-x4 (t)+B-x2(t)
ger utsignalen A - y;1(t) + B - y2(t) sd ar systemet linjért.

Tidsinvarians

Antag att insignalen z(t) ger utsignalen y(t). Om d& insignalen z(t + T) ger utsignalen y(t + T') ar
systemet tidsinvariant.

b
g 8(t) — = h(t) | — = h()) ) XO——~ h® — =y

Figur 2.7. Impulssvaret h(t) illustrerat.

Om impulssvaret A(t) ar kant for ett linjart tidsinvariant system sa kan utsignalen y(t) berdknas for
en godtycklig kontinuerlig insignal x(¢) genom faltning enligt formeln

oo

y(t) = (xxh)(t) = x(t) x h(t) = / z(T)h(t — 7)dr. (2.25)

— 00
Foljdaktligen géller att faltning med med dirac-funktion inte paverkar originalfunktionen, dvs

oo

8(t) % h(t) = / 8(r)h(t — T)dr = h(t). (2.26)

— 00

For faltning anviander vi oftast skrivsittet y(t) = (x = h)(t) for att podngtera att faltning inte ar en
punktvis operation som t ex multiplikation av tva funktioner. Ibland kan det dock vara praktiskt att i
stallet skriva y(t) = x(t) * h(t). Genom ett enkelt variabelbyte kan faltningsintegralen i (2.25) skrivas

om till .

y(t) = (hxx)(t) = h(t) xx(t) = / z(t — 7)h(7)dr, (2.27)

vilket ibland kan vara ett fordelaktigare skrivsatt. Faltning ar alltsd en kommutativ operation. Faltning
enligt (2.27) illustreras i Fig. 2.8. Den vikta versionen av signalen x forskjuts 6ver signalen h. I varje lage
berdknas integralen av produkten, vilkens resultat avsitts pa platsen for markéren. Markoren foljer med
forskjutningen av z(t — 7) och genomloper déirmed alla resultat-signalens positioner.
Det ar viktigt att kdnna till vad som hénder d& en funktion faltas med en férskjuten dirac-function.
Det géller att
0(t—a)xx(t) =x(t—a) (2.28)

vilket kan formuleras som “Vid faltning mellan en forskjuten dirac-impuls och en funktion, flyttas funk-
tionen till dirac-impulsens ldge ”. Sambandet &r ocksa illustrerat i Fig. 2.9.

2.4 Teorem for fouriertransform

For fouriertransformen géller ett antal grundldggande teorem som vi hérmed rekapitulerar utan bevis.
Vi underforstar att Flg(¢)] = G(f). Funktionen stér till vinster om dubbelpilen och fouriertransformen
till hoger i teoremen nedan.
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X(1) h(t) y(®=(x*h)(t)
= \
T t T | t t

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figur 2.8. Faltning av kontinuerliga signaler.

x(t)

(N e

Figur 2.9. Vid faltning mellan en férskjuten dirac-impuls och en funktion, flyttas funktionen till dirac-impulsens
lége.

Skalningsteoremet

1 f
t) e —G | = 2.29
stat) & 6 (1) (229)
Vi noterar alltsd att om funktionen g(¢) komprimeras utefter t-axeln med ckande a i signaldoménen
s& breddas fouriertransformen. Faktorn 1/|a| 4r nédvindig som skalfaktor for bevarande av energin (se

Rayleigh’s teorem nedan).

Linjaritetsteoremet
a-g1(t) +b-g2(t) & a-Gi(f) +b- Ga(f) (2.30)

Translationsteoremet
g(t —a) & eI G(f) (2.31)

Vid translation i signaldoménen férdndras alltsd inte amplituden |G(f)| av en viss frekvenskomponent,
utan endast fasldget, dvs férhallandet mellan real - och imaginérdel.

Faltningsteoremet

(91 % g2)(t) & G1(f) - Ga(f) (2.32)
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Multiplikationsteoremet

(91 - g2)(t) & G1(f) * G2(f) (2.33)
Modulationsteoremet
g(t) - cos(2mf1t) & %G (f—fi)+ %G(f + f1) (2.34)
Korrelation
910g2(t) = g1(t) * g3(—t) & G1(f) - G2(f) (2.35)

Korrelation, betecknad med [, dr detsamma som “faltning utan vikning”, dvs om g;(t) och go(t) ar
reella géller att g10g2(t) = g1(—t) * g2(¢). Om funktionerna &r komplexa tillkommer konjugering.

Autokorrelation

g0g(t) = g(t) x 9" (=) & G*(f) - G(f) = |G(f)? (2.36)

Autokorrelationen ar en funktions korrelation med sig sjilv. Autokorrelationens fouriertransform &r allt-
sa funktionens effekt- eller energispektrum.

Derivatateoremet

L 1g)] = /(1) ¢ j2ns - G(1) (2.37)

Eftersom F[g(t)] = G(f) kan vi helt enkelt skriva

d
5 & Q2] (2.38)

Derivering av faltning

o1+ 92)(8) = (gh % 92)(8) = (2 * 41)() (2.39)

Detta inses lattast genom att observera att deriveringsoperatorn &r en funktion som enligt ndrmast fo-
regaende teorem har fouriertransformen j27 f. Ur signalbehandlingssynpunkt ar deriveringsoperationen
en faltning. Uttrycket ovan ar alltsa liktydigt med tre funktioner faltade med varandra. Ordningsfolj-
den &r likgiltig eftersom faltning dr en kommutativ operation. Att derivering &r faltning kan inte nog
understrykas. Ekvation (2.39) skulle alltsa kunna skrivas

Parsevals teorem (Effektteoremet)

791@) ~g> (t)dt = 7 Gi(f) - G3(f) df (2.40)
Detta kan skrivas _: _Oooo

[ ) aa-0it= [ 6i()- Gatr) ar (241)

om go(t) ar reell. Om vi later ¢ vara tid, g1 () och go(t) strom respektive spanning sd utsiger teoremet
att den elektriska medeleffekten kan beriknas som summan av strom - spanning for varje frekvens.
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Specialfall av Parsevals teorem (Rayleigh’s teorem)

/ (1) 2dt = / G(f) 2 (2.42)

Om ¢; och go séttes lika i Parsevals teorem enligt (2.40) ovan fas detta specialfall som ibland brukar
kallas Rayleigh’s teorem. Teoremet utsédger att den totala energin &r densamma i signaldomén och fou-
rierdomén.

2.5 Sampling och rekonstruktion

En samplad signal s(¢) &r en funktion som ar # 0 endast i ett antal ekvidistanta punkter pa t-axeln.
Den representerar den kontinuerliga signalen g(t) genom att

() = g(t) 6(t —nT), fort=nT, n=...,—1,0,1,2,...
T 0 for t # nT.

Funktionen g(t) ar alltsd den “bakomliggande”kontinuerliga signalen som vi samplat (last av, registrerat,
detekterat) med intervallet T utefter ¢-axeln. Den samplade signalen kan ses som produkten av g(t), 1/T
och impulstaget. Uttrycket fér den samplade signalen blir ddrmed

s(t) = g(t) - %III (;) —gt) 3 8(t—nT), (2.43)

n=—oo

vilket kan illustreras som i Fig. 2.10 a) och till i Fig. 2.11. Denna definition skiljer sig fran en annan
ganska vanlig definition av sampling som illustreras i Fig. 2.10 b) och Fig. 2.11 dér

gp(n) = g)|t=nr = g(nT), n=...,—-1,0,1,2,... (2.44)

b
& g(t) — | o ——= s(t) ) g(t) @—){o—o gD(n)
t=nT

s

Figur 2.10. a) Modell av sampling. b) Alternativ modell av sampling.

I fortsdttningen kallar vi gp(n) for den diskreta representationen av g(t). Den samplade signalen s(t)
och den diskreta signalen gp(n) skiljer sig i tva avseenden

e s(t) ar definierad utefter hela t-axeln medan gp(n) bara &ar definierad i ett antal ekvidistanta
punkter, n=...,—-2,-1,0,1,2,...

e I dessa punkter giller att
s(t) =gp(n)-6(t —nT), t=nT, (2.45)
dvs den samplade signalen s(t) &r lika med den diskreta signalen gp(n) multiplicerad med dirac-
pulser.

Multiplikationen i signaldoménen motsvaras av faltning i fourierdoménen. Darfér kan vi med utnyttjande
av impulstagets fouriertransform (2.13) skriva den samplade signalens fouriertransform som

st =mn e -5 Y 6(f-7). (2.46)

k=—o00

vilket illustreras i Fig. 2.12. Utseendet kommer av att faltning med de diskreta dirac-pulserna i impuls-
taget ger upprepade kopieringar av (1/T)G(f).
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sampla

Figur 2.11. Illustration av de tvad modellerna att sampla.

Fouriertransformen S(f) i Fig. 2.12 avviker tyvéarr avsevart fran G(f) i form av ett overlapp eller
vikningsdistorsion. Detta dr betédnkligt eftersom vi i var digitaliserade véirld maste anvinda diskreta
sampel {or att representera kontinuerliga signaler. Om vi 6kar samplingsfrekvensen 1/7T som i Fig. 2.13 a)-
c) forbattras emellertid situationen vésentligt. I fourierdoménen ar nu de olika kopiorna av G(f) inte
langre Gverlappande forutsatt att g(t) dr bandbegransad, dvs saknar frekvenser Gver en viss hogsta fre-
kvens W. Detta ger oss samplingsteoremet.

Samplingsteoremet

Lat signalen g¢(t) samplas till s(¢). Om samplingsfrekvensen 1/T &ar storre &n 2 gdnger ¢(t):s maximala
frekvens W, dvs

1
7 > 2w, (2.47)

sd kan g(t) rekonstrueras fullstdndigt i varje punkt av t-axeln med hjalp av s(t).

Tekniken for sddan rekonstruktion illustreras av Fig. 2.13 ¢)-e). I fourierdoménen multiplicerar vi
S(f) med rektangelfunktionen TTI(fT) och aterfar ddrmed det rena ursprungliga frekvensinnehallet i
den kontinuerliga signalen g¢(t),

G(f) =S(f) - TI(fT). (2.48)

Motsvarande operation i signaldoménen &r faltning med rektangelfunktionens (inversa) fouriertransform
som ar

) sin(7t/T)
t/T) = ——F—= 2.49
sine(t/T) = 0 (2.49)
Eftersom sinc-funktionen har oéndlig utstrackning &r operationen
g(t) = s(t) * sinc(t/T) (2.50)

i praktiken omojlig att utfora exakt. Ekvation (2.49) ar dock en viktig teoretisk modell gentemot vilken
praktiska, approximativt riktiga, metoder kan utvérderas.
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| Signaldomén | | Fourierdomén |
g(t) G(f)
~£ K
a) | —
V ! I w )
(1/T)IIL(¢/T) II(fT)
A A 1 JAfl/T
Pt Tt Tyt
T t T i

1 t 1 1
vikningsdistorw LT !

Figur 2.12. Samplingsteoremet illustrerat. Om samplingsfrekvensen 1/7 ar for lag far man vikningsdistorsion.
Korrekt rekonstruktion ar da inte mojlig.

ySignaldoman \ | Fourierdomén |
? ‘ t | "W f
i L (1/T)II(t/T) : Ill/léfT)
) r Free |7t F7 4 ¢
T 1/T
i : ARV AN AT
NS AEESUTIAAVA AV

sinc(t/T) TI(fT)
i 0,
d) - f
=0 st G(f) = S() - TH(T)

e i A

I

t 1174 f

Figur 2.13. Samplingsteoremet illustrerat. Om samplingsfrekvensen 1/T &r tillréckligt hog ar perfekt rekon-
struktion mojlig.
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2.6 Fonstring

En avvikelse fran den ideala situation som utmaélas i Fig. 2.13 &r det faktum att vi inte kan k&nna till
eller méta upp en signal g(t) eller dess samplade variant frain —oo till +00. Vi far néja oss med ett
begransat intervall, ett fonster. I Fig. 2.14 har vi illustrerat detta pa sa sitt att en signal

g(t) = cos(2m fot)

()

dér NT &r fonstrets utstrackning utefter ¢t-axeln. Den fonsterbegrinsade signalen kallar vi r(t) och den
f&s nu som

har multiplicerats med rektangelfonstret

r(t) = g(t) - I (NtT) .

I fourierdoménen har vi . .
G(f) = ié(f + fo) + 55(f — fo),
NTsinc(NTf) = F [H (NtTﬂ , (2.51)

R(f) = G(f) * NTsinc(NTf) = %sinc(NT(f + fo)) + %sinc(NT(f - fo)).

| Signaldomén | | Fourierdomén |

g(t) G(f)

o NANANAAAD I I
RAVRTATA AT I T

II(t/NT) NTsine(NTf)
huvudlob
) _— uvu
t I\V V/\
NT \ sidolober /

7(t) R(f)
) AAAAN A A
FRVAVAY I Wi A

Figur 2.14. Fonsting av en cosinussignal. De distinkta frekvenserna vid &+ fy breddas. Det ar onskvart med sa
smal huvudlob och sa sma sidolober som méjligt.

Skillnaden mellan G(f) och R(f) hérror fran sinc-funktionen i (2.51). Med mycket stort fonster NT' blir
denna sinc-funktion smal som en dirac-puls och R(f) blir dd mycket lik G(f), dvs R(f) = G(f). Ett
litet NT-fonster breddar emellertid dessa funktioner och férvanskar frekvensinnehallet avsevért, dvs

R(f) # G(f).

Ett annat sétt att se pa fonstring ar hur det pa verkar frekvensinnehéllet. De distinkta frekvenserna vid
+fo breddas efter fonstring. Som indikerats i figuren har sinc-funktionen NT'sinc(NT f) en huvudlob och
flera sidolober. For att bevara de distinkta frekvenserna vid +fy dr det onskvért att huvudloben &r sa
smal som mojligt och att sidoloberna &r s& sma som mojligt. Ibland &r det ena onskemadlet viktigare &n
det andra. Det finns flera andra fonster ndmnda i litteraturen, t ex hamming-, hanning- och blackman-
fonster. Dessa ger mindre sidolober till priset av en breddad huvudlob.
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2.7 Tidsdiskret fouriertransform (TDFT)

Funktionen s(t) 4r en kontinuerlig signal som har véarden skilda fran 0 endast i sampelpunkterna. Fouri-
ertransformen av s(t) kan riknas ut enligt

S() = T semia= T[S g8t - nT)] et
— % - (2.52)
=32 [ g®)s(t —nT)e 72" dt =32 g(nT)e 92 TS

dér vi anvént (2.12) och (2.43). Ekvation (2.52) med (2.44) insatt ger

o0

S(f)= > gp(n)e ™77, (2.53)

n=—oo

Den samplade signalens fouriertransform S(f) kan alltsd uttryckas som en summa av viktade diskreta
sampelpunkter gp(n). Genom att gora variabelbytet

Q=2rfT (2.54)

i (2.53) fas en annan vanlig fouriertransform, ndmligen den tidsdiskreta fouriertransformen, vars definition
ar
oo

Gr(Q) = Y gp(n)e /. (2.55)

n—=—oo

Den inversa tidsdiskreta fouriertransformen ges av

gp(n) = %/GT(Q)ejQ"dQ (2.56)

—T

som ldmnas utan bevis. Den tidsdiskreta fouriertransformen G (f2) siges ha normerad vinkelfrekvens.
Dess period éar alltid 27 och dérfér oberoende av sampelavstandet T

2.8 Diskret fouriertransform (DFT) och cirkular faltning

Den diskreta fouriertransformen (DFT) kan beriknas som en dndlig summa 6ver en begrinsad del av
9o (n),

N-1
Gp(k) = Z gp(n)e™ 2 kN g << N —1. (2.57)
n=0
Den inversa diskreta fouriertransformen (IDFT) utfores som
e _
gp(n) = + nz:% Gp(k)e? ™k /N g<pn < N-1. (2.58)

som ldmnas utan bevis. Faktorn 1/N férekommer i IDFT men inte i DFT. For DFT géller en méngd
teorem liknande dem som géller fér kontinuerlig fouriertransform och TDFT. Exempel pa sddana teorem
ar skalningsteoremet och skiftteoremet som finns beskrivna i bl a [6] och for 2D i Tab. 3.2. Nagot som
ar specifikt for DFT:n ar dess faltningsteorem.

Teorem for cirkular faltning

Det géller att multiplikation DFT-doménen motsvaras av cirkular faltning i den andra doménen,
N—-1
(9p *n hp)(m) = > gp(mhp((m—n)x) <  Gp(k)- Hp(k), (2.59)
n=0

dér *y noterar cirkuldr faltning och ( )y betecknar modulo N operation, dvs hp( ) kan uppfattas som
periodiskt upprepad eller cirkulér.
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Bevis

Antag att vi har tva sekvenser gp(n) och hp(n) med lingden N. Deras respektive DFT:er definieras
som

N-—1 ]

Z gp(n)e IFCT/NIn e — 0 N —1, (2.60)
k) = Z hp(n)e=dk@m/Nn o — o, N —1. (2.61)

n=0

Om dessa tva DFT:er multipliceras ihop fas ett resultat med lingden N som vi kan kalla Yp (k). Lat oss
nu bestdmma relationen mellan sekvenserna gp(n) och hp(n). Vi har

Yp(k) = Gp(k) - Hp(k). (2.62)
Invers DFT av detta blir
p N1 N-—
yp(m) = + Yp (k)elk@m/Nm — Z k)elk@m/N)m. (2.63)
k=0 k=0

Sétt nu in (2.60) och (2.61) i (2.63). Detta ger

N—-1[N-1
1 . .
yD(m) = N Z [Z gD(n)e—]k(Qﬂ/N)n] e]k(QTr/N)n), (2.64)
k=0 Ln=0
| N1 N-1
yp(m) = N gp(n) hp(l [Z edk(@m/N)(m—n— l)‘| . (2.65)
n=0 1=0
Summan innanfor klamrarna i (2.65) kan nu skrivas
N-1
. N, l=m—-n—pN =(m—n)y, pheltal
S kM) m—n=) :{ D prnn L pN = ( INs P (2.66)
b0 1T_e2n(m—n—0/~N — Y 0.

Om nu (2.66) sétts in i (2.65) fas

yp(m) = (9p *n hp)( Z gp(n —n)N] (2.67)

vilket tillsammans med (2.62) bevisar (2.59).

V.S.V

2.9 Fran kontinuerlig till diskret fouriertransform (DFT)

Fig. 2.15 illustrerar nu hela sambandet mellan den kontinuerliga fouriertransformen och DFT. Vi borjar
med den kontinuerliga signalen g(t) och dess fouriertransform G(f).Vi tanker oss att g(t) dr begriansad
och att G(f) ar “tillrickligt begransad ”sa att storsta delen av G(f):s energi ligger i intervallet |f| <
1/(2T). Det géar inte att anta att bade g(t) och G(f) &r begransade. Man kan visa att om g(t) &r
begrénsad sa kan inte G(f) vara begrénsad och vice versa, jamfoér girna med fourierparen i Fig. 2.3 och
Fig. 2.4. Funktionen G(f) kan egentligen ha bade en realdel och en imaginardel (det kan ocksa g(¢) ha),
men i Fig. 2.15 har vi valt att inte visa detta.
Forst samplas g(t) till s(t) genom multiplikation med impulstiget vilket ger

s(t) = g(t) %m (;) . (2.68)

Detta ger en upprepning i fourierdoménen enligt

st =c( i =1 3 6 (- 1) (2:69)

k=—o0
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och vi ser i Fig. 2.15 att
S ~=-Gf), —55<f<gm (2.70)
Det tidsdiskreta fourierparet gp(n), Gr(Q2) fran ekvation (2.55) visas ocksa i figuren. Notera att G (§2)

ar en frekvensskalad variant av S(f) med skalfaktorn @ = 27 fT. Detta inses genom att kombinera
(2.53), (2.54) och (2.55) vilket ger sambandet

Nl

Q
och vi ser i figuren att
1 Q

Signaldoman Fourierdoméan

9(t) G(f) | |
AN a LM
T T /\ ‘ ‘
NT t N i
ISAMPLA o
s(t) s(t) = g(t) - 111 (£) S0) S(f) = G(H)/T

Figur 2.15. Samband mellan kontinuerlig fouriertransform, samplad kontinuerlig fouriertransform, TDFT och
DFT.

For att den diskreta fouriertransformen (DFT) ska vara symmetrisk runt origo och lattare ga att jamfora
med de 6vriga funktionerna i Fig. 2.15, definierar vi den ndgot annorlunda &n tidigare i (2.57) och (2.58).
DFT:n definieras nu som

N/2-1

Gp(k)= > gp(n)e 7™/~ —
n=—N/2

=

<k<

N
——1 2.73
> -1, (273)

dar k och n ar heltal. Den inversa diskreta fouriertransformen far da utseendet

N/2—1

1 ok N N
gp(n) =5 D Gp(k)e* ™ /N, —Z <n<

5 L (2.74)
k=—N/2



2.10 Diskret faltning och faltningskarnor 27

som enkelt kan bevisas genom att ersitta Gp(k) med med hogerledet av (2.73). Formlerna for DFT
och IDFT {6r funktionerna gp(n) och Gp(k) géller alltsd exakt. Om man kontrollerar dessa funktioners
varde utanfor definitionsomradena —N/2 < k,n < N/2 — 1 upptéacker man att de ar periodiska. Detta
beror i sin tur pa att e/? #r en periodisk funktion. Det repetetiva utseendet pa funktionerna gp(n) och
Gp(k) ar ocksa indikerat i Fig. 2.15. Man kan vélja att betrakta funktionerna antingen begrinsade till
definitionsomradena eller som periodiska. Det senare synséttet &r ofta lampligt for forstaelse av upptréa-
dandet hos DFT och IDFT.

Relation mellan kontinuerlig fouriertransform och DFT

Vi vet sedan tidigare att de diskreta sampelviardena gp(n) dverensstammer perfekt med den kontinuerliga
funktionen g(¢) i punkterna |n| =0,1,2,3,... enligt

<n<—-1 (2.75)

gp(n) = g(nT),

| 2

P!

P& motsvarande sétt finns en perfekt 6verensstimmelse mellan
ensstdmmelse mellan Gp(k) och G(f) enligt

p(k) och S(f) och en ungefirlig Gver-

k 1 k N N
= Eg— ~ — Ep— —— < < — —1. .
G (k) S(NT) TG<NT)’ g Sk=5 -1 (2.76)

forutsatt att gp(n) = 0 for n < —N/2 och n > N/2. Relationen mellan kontinuerlig frekvens f och
diskret frekvens k &r alltsa

k
f - Wa
dar N ar antalet sampelpunkter och T &r sampelavstandet.

(2.77)

Bevis

Satt in f = k/NT i (2.70) och (2.53). Dett ger

1 k k 1 o :
— — | ~ | = — —j2mnk/N _ = 5 — >
TG<NT) S<NT) angioogp(n)e {gp(n) =01f6rn < —N/2ochn > N/2}

1 N/2-1

=Y gp(me Y = [(273)) = Golh) (2.78)
n=—N/2

V.S.V

Ekvation (2.76) visar att fouriertransformen G(f) kan berédknas approximativt i N punkter genom
att forst sampla g(t) och dérefter applicera en DFT pa dessa diskreta sampelpunkter. For att DFT-
virdena Gp (k) ska Gverensstamma med G(f) maste de dock skalas pa bade hojden och bredden enligt
ekvation (2.76). Notera att den kontinuerliga fouriertransformen G(f) aldrig kan aterskapas perfekt
ur den diskreta fouriertransformen Gp (k) eftersom sambandet mellan Gp() och G() dr approximativt.
N&agon kanske argumenterar att detta skulle ga om G(f) vore bandbegrinsad. I ett sddant fall &r dock g(t)
inte begransad. Eftersom N &r ett dndligt tal kommer sampelpunkterna i gp(n), —N/2 < N/2—1, inte
att racka for hela den odndligt langa ¢(t). Den obegréansade funktionen g(t) maste déarfor forst begransas
genom fonstring till gesnstr(t). Fouriertransformen av denna funktion, Gsnstr(f), blir dd obegransad och
vi ar tillbaka till fallet som beskrivs i Fig. 2.15.

2.10 Diskret faltning och faltningskarnor

Faltning av tva kontinuerliga signaler definieras som

o0

y(t) = (h % g)(t) = / h(t — a)g(a) da. (2.79)

— 00
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Om nu h och g ar diskreta signaler, dvs sekvenser av sampel férvandlas integralen till en summa med
uttrycket

o0 o0
y(t) = > h(t—a)gla)= Y h(a)g(t—a). (2.80)
a=—00 a=-—00
Notera att vi, trots att det ror sig om diskreta signaler, har valt att kalla variabeln t istédllet fér som
tidigare n. Minst en av de tvd ingdngssekvenserna h(t), g(¢) brukar vara dndlig, dvs begrinsad till N st
varden skilda fran 0.
I Fig. 2.16 visas ett fall med numeriska virden dér alla tre sekvenserna ar dndliga, och ddrmed 0 fore
och efter de dndliga intervallen. Faltningsformeln ger att berdkningen sker i a-rummet dér h-sekvensen
speglas och glider framét for 6kande viarden pa t.

0={..00021100,..3 | | [ [2[1]1] [ [
h(t)={...,0,0,0,3,2,1,0,0,..} EEREERREE
(h*9)()={...0,067,7,310..} | | |6] 7| 7| 3] 1] |-

(hxg)(t) = >z h(t—a)-g(a)

¢a:0
Berédkningsteknik:
2 1 1‘ 9() i a-rummet
speglﬁ’ 1f 2| 35— h(t-a)

’ 6| 7| 7| 3| 1‘ (h*g)(t) i t-rummet

M=o

\,Y\/

Figur 2.16. Diskret faltning.

Faltning sker oftast som en operation av en relativt kort sekvens (sekvensen h) pa en ldngre, potentiellt
oandlig sekvens (sekvensen ¢g) i Fig. 2.16. I ett sddant fall kallas sekvensen h faltningskirna, (engelska:
convolution kernel), faltningsoperator, linjir operator eller kort och gott filter.

Det kan nu vara lampligt att nagot diskutera olika en-dimensionella faltningskérnors filtreringse-
genskaper. Mera om detta kommer att sdgas langre fram da vi behandlar tvadimensionella signaler. Vi
anvander beteckningen

{a, b}/k istéllet for{ a/k,b/k }

Storheten nedanfor snedstrecket dr sidlunda en (normaliserings-)faktor som &dr gemensam for alla
koefficienterna i faltningskdrnan. Operatorerna

{1, 1}/2 {1, 2, 1}/4 {1, 3, 3, 1}/8 {1, 4, 6, 4, 1}/16

ar alla medelvirdesbildande i viss mening. De bevarar DC-komponenten (medelvéirdet)i insignalen medan
hogfrekventa komponenter undertryckes. Eftersom de alla fyra &r jaimna funktioner (med origo symmet-
riskt placerat) blir deras fouriertransformer reella och jaimna funktioner, se Fig. 2.17. Notera dock att
for {1, 1}/2 blir ut-resultatet forskjutet ett halvt sampelavstand jaimfoért med in-sampelviardena. Detta
ar nagot som programmeraren maste ha kontroll pa.

Hur gor man da for att berikna en faltningskérnas fouriertransform? Nedan hérleds den kontinuerliga
fouriertransformen, TDFT:n och DFT:n for faltningskdrnan {1, 2, 1}/4. Vi forutsétter att origo ligger i

mitten av kidrnan sa att y / /
1/4,1/2, 1/4, n=-1,0,1
hp(n) = { 0, for ovrigt.
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Kontinuerlig fouriertransform av faltningskidrnan {1, 2,1}/4

e Sitt dirac-pulser pa varje element i operatorn och antag sampelavstand T'. Detta ger den kontinu-
erliga funktionen

h(t)=1[6(t+T)+20(t) +d(t—T)]/4
e Fouriertransformera h(t) till

1 . 1 1 _.
H(f)= Zej%Tf to+ 16_12”77 = cos(2rTf)/2 + 1/2 = cos* (7T f).

e Operatorn {1, 2, 1}/4 har alltsi fouriertransformen cos?(7T'f).

TDFT av faltningskdrnan {1, 2,1}/4
e Sitt in faltningskdrnans virden hp(n) i TDFT-formeln (2.55)

— —jOn _ = —jQ(=1) e 12 R 19 2 ([ 5°
Hp () E hp(n)e 1€ +2e +4e cos (2)

n—=—oo

e Operatorn {1, 2, 1}/4 har alltsd TDFT:n cos®(2/2).

DFT av faltningskdrnan {1, 2,1}/4
e Sitt in faltningskdrnans virden hp(n) i DFT-formeln (2.73)

N/2—1 k

. 1 _ . = 1 . 1 .
HD(]C) — Z hD(n)e—jQﬂ'kJW — Ze—j%rle + 56—327rk% + Ze—]Qﬂ'k‘% — C082 <N>
n=—N/2

e Operatorn {1, 2, 1}/4 har alltsi DFT:n cos?(wk/N). Notera att N ir en fri parameter.

Alla tre transformerna ger likvirdiga resultat, som dock ar skalade i férhallande till varandra. I Fig. 2.17
foredrog vi dock att anvinda den kontinuerliga fouriertransformen av faltningskdrnan eftersom den &r
lattare att jamfora med kontinuerlig fouriertransform av kontinuerliga funktioner.

Differentieringsoperatorn {1,-1}/T har ingen DC-komponent. Déremot forstérker den (ger utslag
for, detekterar) forekomster av ojamnheter, sprang och partier av stark lutning i den signal som den
appliceras pa. En liknande effekt har operatorn {1, 0, -1}/2T fast med mindre kénslighet f6r sma
ojamnheter. Att denna operator verkligen berdknar den approximativa derivatan illustreras i Fig. 2.18.
Till vénster visas att derivatan ¢’(¢1) approximativt berdknas som

(th+1)—g(ts =)

(¢ %9
g'(t1) oT

Till hoger visas att faltning med {1, 0, -1}/2T ger precis samma resultat, dvs

1 1 gti +T) —g(ty = T)
g —T) 4 — g +T) = .
5T g(ty )+2T gt + 1) 5T

En nackdel med {1, —1}/T &r att utgdngsresultatet blir férskjutet ett halvt sampelavstind jamfort med
ingangsresultatet.
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| Signaldomén | | Fourierdomén |
1/2 | al/2 ‘ cos(rTf)
a) T ‘ T % /\
T t 127 f
2
ﬁ 12 | cos®(nT' f) :
1/4 1/4 | 1
. * ? / \
T t 127 f
cos® (7T f)
3/8, | 43/8 } }
0 1/8 1/8 | |
T t 127
cos*(rTf)
) / \ ;

RV AR

Figur 2.17. Medelvirdesbildande faltningskdrnor och deras fouriertransformer.

Figur 2.18. Faltning med {1, 0, -1}/2T motsvarar approximativ derivering.

Operatorerna och deras fouriertransformer kan studeras i Fig. 2.19. Féljande regel géller som bekant for
fouriertransformen vid derivering av en funktion,

d .
F | o0 = 0] = 25 - G, (2.81)
Eftersom derivering gor att fouriertransformen multipliceras med j27 f kan man se det som om derive-
ringsoperationen utfor en faltning. Derivering kan dédrmed skrivas som en faltning enligt

%[g(t)] = % % g(t). (2.82)

Deriveringsoperatorn d/dt har alltsa fouriertransformen j2r f. Differentieringsoperatorerna i Fig. 2.19
foljer denna linjara funktion i ndrheten av origo. Dubbel differentiering far vi om vi t ex anvdnder
operatorn {1 -1}/T tva ginger vilket ar liktydigt med att applicera operatorn

{1, =2, 1}/7? = {1, —1}/T % {1, —1}/T.

Denna operator visas med sin fouriertransform ldngst ner i Fig. 2.19. I ndrheten av origo foljer den 2:a
derivatorns fouriertransform (j2mf)? = —4m2f? som sig bor. Vi ska upprepa och utvidga diskussionen
om derivatorer i avsnitt 3.9.
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Figur 2.19. Differentierande faltningskédrnor med fouriertransformer.






Kapitel 3

Tvadimensionell signalbehandling

I detta kapitel och de foljande kommer vi in pa tva-dimensionell signalbehandling, dvs bildbehandldling
eller engelskans “image processing ”. Det finns mycket litteratur inom omradet, bade tidskriftsartiklar
och bécker och vi véljer att som exempel referera till nagra av bockerna [3], [4], [5], [7], [8] och [11].

3.1 2D fouriertransform

En endimensionell signal adr en funktion som endast endast beror av en variabel. Ett exempel pa detta
ar sinusvagen,
x(t) = sin(t). (3.1)

P& liknande sétt dr en n-dimensionell signal en funktion som beror av n st oberoende variabler. Ett
exempel pa en tva-dimensionell signal ar

flz,y) =sin(z —y) + 1. (3.2)

Inom signalbehandlingen begrinsar man sig ofta till en-dimensionella signaler med tiden ¢ som variabel.
Inom bildbehandlingen arbetar man huvudsakligen med tva-dimensionella signaler. Det vi i dagligt tal
menar med en bild ir ju en tva-dimensionell funktion. De oberoende variablerna betecknas ofta med
x och y och betraktas som spatiala (rums-) koordinater. Den tva-dimensionella signalen f(z,y) i (3.2)
illustrerades i Fig. 1.1, dar f(z,y) = 0 avbildas pa svart, f(z,y) = 2 avbildas pa vitt och 6vriga virden
pa f(x,y) med proportionella graskalevirden.

Generaliseringen av fran en-dimensionell till tva-dimensionell signalteori ar i langa stycken rattfram
och relativt sjdlvklar. Oavsett detta bor utvidgningen till tva dimensioner goras och noteras. Till detta
kommer att effekter och samband existerar for tvadimensionella signaler som helt saknar motsvarighet i
en-dimensionell signalbehandling. Ett sddant fall 4r projektionsteoremet, vilket dock inte behandlas hér.

For en kontinuerlig tva-dimensionell signal f(z,y) definieras dess fouriertransform F'(u,v) med

Blf(z,y)] = Flu,v) = 77’ 77 Fls y)e=I2m @ gy

oo

= [ e P [ fla,y)e x| dy (3.3)

— 00

— J" e—J2mzu f f(x’y)e—jZTryvdy dz.

— 00

Som framgar av (3.3) ar transformen separerbar. Vi kan t ex forst berikna 1D-transformen i x-led for
varje rad i bilden. P& detta resultat appliceras sedan 1D-transformen i y-led fér varje kolumn. Detta
kommer att illustreras ndrmare nedan i anslutning till Fig. 3.6.

Den inversa fouriertransformen definieras av

f{l[F(u,v)] = f(z,y) = / / F(u,v)ejzﬂ(”"’y”)dudv, (3.4)

—00 —00

vilket star i full overensstammelse med det en-dimensionella fallet.

33
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2

x sincy A@w) I1(v)

sinc

q) r)

exp[ — Jr(xzy/Az + y?/a%)] Aaexp[— m(u?A? + v2a?)]

b 4 v “

s) ' t)

5(y) O(u)

Figur 3.1. Fourierpar for vissa 2D-signaler (efter Bracewell). Observera bl a foljande. Alla signaler dr jamna och
reella. Darfor behovs endast den reella delen av fourierrymden. (-, -) &r den tva-dimensionella Dirac-pulsen, II(:, -)
ar den tva-dimensionella rektangelfunktionen, A ar en triangelfunktion. Samtliga funktionsuttryck &r givna utan
skalningsparametrar. Avsikten &r att formedla en kvalitativ kénsla for fouriertransformen av vissa elementéra
funktioner. Observera ocksa att tva tekniker anvandes for att illustrera en 2D-funktion. Ibland, som i a) anvéndes
intensiteten i graskalan, ibland, som i h) anvéandes istéllet hojden 6ver (u,v)- eller (z,y)-planet i en s k 3D-plot.

Fig. 3.1 visar ett antal tva-dimensionella funktioner och deras fouriertransformer. Samtliga ar reella,
jadmna funktioner varav foljer att ocksa F'(u,v) dr jamn och reell. Det kan inte nog understrykas att for
att grafiskt beskriva en allmén tva-dimensionell fouriertransform kréavs tva plan {6r Fre(u,v) respektive
F1n (u,v). Observera att (u,v)-planet inte dr ett komplext talplan.

Exemplen i Fig. 3.1 kan féranleda en hel del tankvirda observationer. Vi noterar att i Fig. 3.1.a) sd
finns ingen variation alls i y-led, endast en DC-komponent. Mycket riktigt dr i Fig. 3.1.b) ocksa F'(u,v)
= 0 6verallt utom pa u-axeln dar v = 0.

De tva Dirac-pulserna i Fig. 3.1 b) foljer rotationen av cosinusmonstret i Fig. 3.1 ¢) sd att vi i
Fig. 3.1 d) finner Dirac-pulserna utefter en linje med vinkeln #; samma linje i (x, y)-planet (ej utritad)
gar vinkelritt genom vagmonstret f(x,y). I Fig. 3.1 ¢) ar ocksa frekvensen dubblerad.

I Fig. 3.1 e) bildar cos(mz) och cos(my) tva ortogonala cosinusvagor ett schackmonster. Vi noterar att
deras interferenser i f(z,y) gor att vi inte har nagon vagfront som loper vare sig i x-led eller y-led. Inte-
graler tagna i x-led eller y-led ger resultatet 0. Daremot finner vi vagfronter som 16per i 45°-riktningarna
och perioden for dessa vagor dry/2 ggr mindre &n originalvagorna i x- och y-led. I fourierplanet bekréiftas
detta med fyra Dirac-pulser pa /2 ggr storre avstand fran origo én i b). Resultatet kan rimliggoras
ocksa pa foljande sétt. Var for sig ger de tva cosinusviagorna upphov till tva Dirac-pulser pa u- re-
spektive v-axlarna. Men multiplikationen av de tva komponenterna i signalplanet motsvarar faltning i
fourier-planet, vilket ger Fig. 3.1 f).

For den en-dimensionella dirac-pulsen §(z) i signalplanet géller som bekant att

dvs fouriertransformen &r konstant utefter hela u-axeln. I Fig. 3.1 i)-j) illustreras detta faktum i det tva-
dimensionella fallet, dvs

Fa[o(z,y)] = Flo(z) - 6(y)] = 1. (3.5)
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Ovriga exempel limnas till lisarens egen begrundan.

Samband for 2D-kontinuerlig och 2D-diskret fouriertransform visas i Tab. 3.1 och Tab. 3.2. Samban-
den dr ganska rattframma generaliseringar av det endimensionella fallet i féregdende avsnitt. I sambanden
i Tab. 3.1 nedan noterar A en godtycklig 2-dimensionell matris och R en rotationsmatris,

cosfB —sinpf
- [ sin 3 cos 3 } (3.6)
déar B betecknar rotationsvinkeln.
Teorem Spatialdomé&n z,y € R Fourierdomén z,y € R
Definition: flz,y) = F(u,v)=
ffooo F(u, v)ed?m(@utyv) gy dy ffcoo f(x,y)e 72 (@utyv) dady
Reell Signal: f(z,y) real F(—u,—v) = F*(u,v)
Linjaritet: afi(z,y) +bfa(x,y) aFy (u,v) + bF5(u,v)
Translation, tid: flx—a,y—0>) e~ 2m(autbo) Py )
Translation, frekv: 127 @z bY) £ (g 4)) F(u—a,v—10)
Skalning: flax,by) (1/]ab|) - F(u/a,v/b)
Faltning: (f*g)(x,y) F(u,v) - G(u,v)
Korrelation: (fOg)(z,y) F*(u,v) - G(u,v)
Multiplikation: f(z, y) cg(z,y) (F * G)(u,v)
Derivata i x: a— flz,y) j2mu - F(u,v)
Derivata i y: 8% (z,y) j2mv - F(u,v)
Laplace: Vif(x,y) = —472(u? +0?) - F(u,v)
‘i)
Y7

Generell skalning:

(ai
f(Ax

e FA ) = (1)

Rotation 1:

8

f(a
(
J(Rx), x =

<

F(Ru), u= ( Z

Rotation 2:

f(?"76‘—|—90)

x=rcosf, y=rsinf

F(w7§0+90)

U =wWCcosp, v=wsiny

Parsevals formel:

T f@,y)g(x, y)dedy =

= [ [7 F(u,v)G*(u,v)dudv

Tabell 3.1. Teorem och samband fér 2-D kontinuerlig fouriertransform.

Liksom i det endimensionella fallet galler att fouriertransformen av en reell signal dr hermitisk.

Eftersom en vanlig bild f(z,y) ar reell giller for dess fouriertransform

F(u

0) = F(—u, —v) = |F(u,v)] = [F(=u, —v)],

vilket gor att diagonalt liggande punkter pa lika avstand fran origo &r lika. Detta illustreras i Fig. 3.2 som
visar en bild och dess fouriertransform, F'(u,v) = ReF (u,v) + jImF (u,v), amplitudspektrum |F(u,v)]
samt fasspektrum argF'(u, v). Notera att realdelen och amplitudspektrum &r jaimna, medan imaginirdelen

och fasspektrum ar udda. Notera ocksa att de laga frekvenskomponenterna dominerar, dvs de har storre

belopp dn de hoga frekvenskomponenterna. Detta géller normalt sett for vanliga bilder.

Teorem Spatialdomén Fourierdoman
Notation: f(z,y) F(u,v)
Skalningsteoremet: f(ax, by) (1/]ab|) - F(u/a,v/b)

Cirkulér faltning:

(f *n 9)(z,y)

F(u,v) - G(u,v)

Cirkulér korrelation:

(fOng)(z,y)

F*(u v) - G(u,v)

Translationsteoremet:

f(x_avy_b)

e —J N (aqubv)F(u U)

Parsevals formel:

o f @ y)glz.y) =

N2 Zzuv =0 (U, U)G*(u’v)

Tabell 3.2. Teorem och samband for 2-D diskret fouriertransform.
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3.2 2D sampling

Sampling av en kontinuerlig signal f(z,y) sker matematiskt med en tva-dimensionell motsvarighet till
impulstdget i (2.12) och avsnitt 2.5, vilken d& fir utseendet av en “spikmatta”, (1/A)I(z/A,y/A), se
Fig. 3.3 dér spikmattan syns ovanifran. Samplingstétheterna (A, A,) behéver inte nédvéndigtvis vara
lika i x- och y-led, vilket vi dock fortsittningsvis forutsitter, dvs (A, A).

P& samma sdtt som for en-dimensionella signaler kan vi med tillrdckligt hég samplingstathet repre-
sentera en bandbegrinsad kontinuerlig signal utan informationsférlust. Samplingsteoremet i tva
dimensioner illustreras av Fig. 3.3 och Fig. 3.4. Endast om de olika viktade kopiorna av F'(u,v) inte
Overlappar varandra i den samplade funktionens fourierrymd kan det vara mojligt att felfritt rekonstru-
era f(z,y) i varje punkt i (z,y)-planet. I Fig. 3.3 a4r samplingsteoremet uppfyllt. Om samlingsavstandet
A ar for stort blir det 6verlapp, vikningsdistorsion, vilket illustreras i Fig. 3.4. Felfri rekonstruktion av
f(x,y) ar da inte mojlig.

f(x.y)
-40 250
20 200
150
> 0
100
20 50
40 0
-40 -20 0 20 40
X
Re F(u,v) X 104 Im F(u,v) X 104
-0.4 5 -0.4 5
-0.2 -0.2
> 0 0 > 0
0.2 0.2
-5
0.4 0.4
-04-02 0 02 04 -04-02 0 02 04
u u
[F(u,v)| x 10* arg F(u,v)
-0.4
6 2
-0.2
> 0 4 > 0
0.2 2
-2
0.4
0

-04-02 0 02 04
u u

Figur 3.2. En bild f(z,y) och dess fouriertransform F(u,v) = ReF(u,v) + jImF(u,v), amplitudspektrum
|F(u,v)| samt fasspektrum argF'(u,v). (Originalbild fran 16vdatabasen pa Avdelningen foér Datorseende, Institu-
tionen for Systemteknik, Linkdpings Universitet.)
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| Spatialdomén | | Fourierdomén |

f(z,y) Y F(u,v) v

fixt
P

ITI(Au, Av) v

[ ] [ ] [ ]
L ° ° U
<
=
[ ] [ ] [ ]
1/A
az F(u,v)

it e e

Figur 3.3. Tvi-dimensionell sampling av f(z,y) med (1/A*)III(x/A,y/A) producerar kopior av F(u,v) viktade
med 1/A? i fourierdoménen.
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| Spatialdomén | | Fourierdomén |

flz,y) y

F(u,v) v

*4‘_%

i
P

® *
& dmey ©
HI(Au, Av) AY
° ° [ ° °
° [ °
° ° ° ° °
S ——e—0¢—9¢ o 0o =T L > ° U
<
=
° ° ° ° °
< L ® )
° ° ° ° ° 1/A
== /
A
s(z,y) ( vikningsdistorsion
S(u,v) v
e e o o o
e o e o
f/ ”\ . .

Figur 3.4. Tvi-dimensionell sampling av f(z,y) med (1/A?)III(z/A,y/A) producerar kopior av F(u,v) viktade
med 1/A? i fourierdoménen. Hir #r samlingsavstandet A for stort, vilket resulterar i vikningsdistorsion.
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Fig. 3.5 illustrerar hur vikningsdistorsion yttrar sig pa en bild och dess fouriertransform. I a) &r samp-
lingsfrekvensen tillracklig, bade bild och fouriertransform ser normala ut. I b) har samplingsfrekvensen
halverats jamfort med i a). Detta ger vikningsdistosion som syns tydligt i de randiga kliadesplaggen. I
byxorna ser rdnderna ut att ha &ndrat bade bredd och riktning. Man kan &ven ana vikningsdistorisionen
i fourierdoménen som en 6kad intensitet pd grund av 6verlapp i de hogre (yttre) frekvenserna.

size: 400x560 size: 400x560

size: 200x280

Figur 3.5. Bilder med fouriertransform. a) Tillracklig samplingsfrekvens. b) For 14g samplingsfrekvensen ger
vikningsdistorion som syns tydligt i bl a byxornas randning. Vikningsdistorisionen syns &ven i fourierdoménen som
en 6kad intensitet for de hogre frekvenserna. (Originalbilden finns pa http://www.imageprocessingplace.com/.
Ursprungligen fran Allen Gersho’s lab, University of California, Santa Barbara.)
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3.3 2D DFT

Tva-dimensionell DFT definieras med uttrycket

N—-1N-1
Fp(k,1) =Y " fo(n,m)e 2rnk/NEmt/M) g < p <N -1, 0<1< M —1, (3.8)

n=0 m=0

Den inversa motsvarigheten IDFT blir

N—-1N-—
fD( Z Z j2‘rr(nk/Nerl/M)7 0<n<N-1,0<m<M-—1. (39)
k=0 [=0

Symmetrisk DFT &r ofta att féredra i bildbehandlingssammanhang, da man vill att origo ska befinna
sig mitt i bilden och mitt i fouriertransformen. Tva-dimensionell symmetrisk DFT definieras som

N/2—-1 N/2-1
> delmmye kv man oo T
=—N/2m=—N/2

IN

M
1< —
-2

—1, (3.10)

déar k,1 och n,m &r heltal. Den tva-dimensionella symmetriska inversa diskreta fouriertransformen (2D
IDFT) far da utseendet

N/2—1 N/2-1

1 p
Jolnm) = < > N7 Fp(k /2Nt
=—N/21=—N/2

<n<T -1, ——<m< 4o L

| =

N M M
2 2 2
(3.11)
Separering av de tva dimensionerna gor att operationen (3.10) kan beréiknas i tva steg sasom indikeras
i Fig. 3.6. Forst utfores N st M-punkters DFT pa de N kolumnerna i fp(n,m) vilket ger

N/2—1

FD n, l Z fD n m) —jQTr?rLl/M
—N/2

Dérefter utfores M st N-punkters DFT pd de M raderna i F},(n,[) vilket ger

N/2—-1
Fp(k,1) Z Fp(n,1)e 92k,
—N/2

Notera att DFT-data &r komplext. Den ena del-bilden dr real-delen och den andra &r imaginédrdelen.
Dessa ar symmetriska, realdelen dr jaimn och imaginirdelen dr udda. Darmed behéver den streckade
delen egentligen inte rédknas ut.

1D DFT 1D DFT

/e \ /I
Nn 77777[ 777771

M M) | M) |
fpo(n,m) Fh(n,l) Fp(k,l)

Figur 3.6. Tvadimensionell DFT utfores med N st endimensionella transformer i m-led f6ljt av M st endimen-
sionella transformer i n-led.
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3.4 Samband: samplad kontinuerlig och samplad diskret bild

For att fa kontroll pa storlekar och frekvenser i Fig. 3.5, visar vi Fig. 3.7. Jamfor denna figur med det
endimensionella fallet i Fig. 2.15, s(x,y) motsvarar s(t), bada funktioner samplade med impulstaget,
och fp(n,m) motsvarar gp(n), bada diskreta samplade funktioner. Vi antar att den symmetiska DFT:n
enligt (3.10) har anvvints si att origo ligger i centrum av bild och fouriertransform. Det géller att
maximal spatiell frekvens u = 1/(2A) (v = 1/(2A)) motsvarar k = N/2 (I = M/2), dvs

v=1/(2A) < 1= M/2, (3.12)

{ u=1/(2A) < k= N/2,
eller annorlunda uttryckt: For en diskret fouriertransform géller att positionen k (I) motsvaras av den
bakomliggande spatiella frekvensen

{ u=k/(NA), (3.13)

v=1/(MA).

Hur yttrar sig da detta pa bilderna i Fig. 3.57 Déar ar antalet sampelpunkter hélften sa stort i b) som
ia), (Ny, M) = (0.5 N, 0.5 M,). Det bakomliggande samplingsavstindet ar dubbelt si stort i b)
som i a), A, = 2+ A,. Darfér 4r den maximala spatiella frekvensen hélften s& stor i b) som i a),
1/(2Ap) = 0.5-1/(2A,). Detta syns ju ocksa tydligt i fouriertransform-bilderna. Antalet sampelpunkter
i fourierdoménen (N, M) paverkar alltsd inte den maximala spatiella frekvensen utan bara hur tétt
fourierdoménen ar samplad.

| Signaldomén | } | Fourierdomén |
: | S(u, Fp(k,1
S&g:rvn]gl)ad, kontinuerlig 5511(1%12%)7 diskret w kcggti%)uerlig dlj:s)lgret)
m : v
MA/2 M/2 1/2A M/2
g éﬂ TS Zx noo AN LS A L
Q 7 Na i\ 7 N/2 i \/ 1/2A \/ N/2
— — | — —
NA N | 1/A N
F DFT

Figur 3.7. Samband mellan samplad kontinuerlig fouriertransform och DFT.

3.5 2D-samband for separabla funktioner

Vi har tidigare papekat att den tvadimensionella fouriertransformen &r separabel (3.3). Om dessutom
funktionen som ska transformeras &r separabel, dvs kan skrivas pa formen f(x,y) = g(z) - h(y) sa blir
fouriertransformen speciellt enkel. Foljande samband géller:

Flu,0) = Falf(z,y)] = Fu [Fylg(e) - b(y)l] = Fug(x) - Fylh(y)]] = (3.14)
= Falg(@)] - Fy[h(y)] = G(u) - H(v), '

dvs dven den transformerade funktionen ar separabel och kan berdknas med tva endimensionella trans-
former med efterféljande multiplikation. I Tab. 3.3 visas nagra matnyttiga funktioner som &r separabla.
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Spatialdoméin Fourierdoméan
Separabel funktion: f(z,y) = g(x) - h(y) F(u,v) = G(u) - H(v)
Dirac-puls: 0(z,y) =0(x) - 0(y) 1
Spikmatta: I (%, %) =1 (%) - 1111(%) II(Au, Av) JH(Au) I1(Av)
Box: I(z,y) =(x) - I(y) smc( )-s (
Bojd pyramid: Az, ) Alz) - A( ) sinc?(u ) sinc ( )
Gauss: —7r(m +y ) —e —rx? X 6—7‘ry2 —7'r(u +v ) _ e—ﬂvz

Tabell 3.3. Vanliga 2D-funktioner som ar separabla och deras fouriertransformer.

3.6 2D-samband for rotationssymmetriska funktioner

Tvadimensionella system uppvisar ofta cirkuldr symmetri (= rotationssymmetri, rotationsinvarians).
Salunda &r ju optiska system néstan alltid uppbyggda av cirkuléra linser. Det &r hér rimligt att misstédnka
att systemets punktspridningsfunktion ar cirkuldrsymmetrisk. Foljande teorem sammanfattar vad vi hér
behdver veta om cirkuldrsymmetriska system.

Teorem for fouriertransform av rotationssymmetrisk funktion

Om en tvadimensionell funktion &r cirkuldrssymmetrisk, dvs
fla,y) =g(r) dir r=/a?+y?
s& ar dess tvadimensionella fouriertransform ocksa cirkuldrsymmetrisk, dvs

=G(p) diar p=+u?+02

F(u,v)

I Tab. 3.4 visas nagra funktioner och deras fouriertransformer. Ligg mérke till att Gauss-funktionen
ar bade separabel och rotationssymmetrisk. Funktionen Ji( ) dr en sa kallad Besselfunktion av forsta
ordningen och Jy(wp)/2p ar ganska lik en sinc-funktion.

Spatialdomin | Fourierdoméan
Funktion: | ¢(r) = f(z,y) G(p) = F(u,v)
r= \/W P = \/m
Gauss: e e
Cylinder: II(r) Ji(mp)/2p
Vulkan: 1/r 1/p

Tabell 3.4. Rotationssymmetriska funktioner och deras fouriertransformer.

3.7 2D faltning och 2D faltningskirnor

Tvéa-dimensionell faltning definieras sjélvfallet som en utvidgning av en-dimensionell faltning,

g@y) = (hxHey) = | | hz—ay—B)- flap) dadp
—%0—%0 (3.15)
:_f f h(a flx —a,y — B) dadp.

Den ena av ingdngsfunktionerna ska forst “vikas ”(tyska: falten, engelska: convolve) vilket framgar av
det negativa tecknet pa integrationsvariablerna (c, ). I tva dimensioner ar detta liktydigt med att vi
roterar h- (eller f)-funktionen 180°. Dérefter later vi den glida, translateras 6ver f- (eller h)-funktionen.
Translationsldget ar (x,y). Se Fig. 3.8. For varje sddant ldge beriknas integralen (3.15) och resultatet
placeras pa koordinat (z,y) i funktionen g(z,y).
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Bilder ar liksom alla i verkligheten férekommande signaler begransade. Av Fig. 3.8 inses tydligt att
storleken av definitionsomradet pa faltningskdrnan h och ingangsbilden f bestdmmer definitionsomradet
for g. En forutsattning for att Fig. 3.8 skall motsvara verkligheten ar att h(a, 8) ar 0 utanfor ett omrade
som i Fig. 3.8 antages vara en rektangel

b
h(a, B) =0 for \a|>g eller |3] > .

Om nu

A B
fla,B8) =def for O<|x|<5, 0<|y\<5

sé resulterar detta uppenbarligen i att g(z,y) inte kan rdknas ut for samma bildyta A x B som definierar
f(a, B). I ytterkanten av rektangeln A x B hamnar faltningskdrnan utanfor f-funktionen sa att

A— B—-b
gla,y) = odef for |a| > ==, |yl >

2
Om istillet f(a, 8) =0 for [a| > 4 eller |3] > £ sa far vi en resultatbild g(z,y) for vilken giller

.. A+a B+b
g(z,y) =0 for |z|> 5 ly| >

2 )

dvs bilden g ar “stérre "&n ingdngsbilden f. I Fig. 3.8 har vi markerat detta fall med gf.; och det
forra fallet med gyq1i4- Ofta vill man ha samma storlek pa utgangsbild som pa ingangsbild enligt gsqme-
Bilden kan berdknas pa samma séatt som for gyqpq, forutom att de yttre vérdena ignoreras. I det fall
man inte kan férutsitta att f(z,y) = 0 utanfor bildytan, men &nda onskar en utgdngsbild med samma
storlek som ingangsbilden, kan man gora pa olika sétt. Sitts virdena i f(z,y) till 0 utanfor bildytan sa
fas kanteffekter i form av t ex en mork ram runt utgangsbilden. Situationen kan forbéttras om virdena
i f(z,y) extrapoleras utanfoér bildytan. En méjlighet dr att extrapolera yttersta pixel-lagret, en annan
mojlighet ar att spegla bilden och ldgga till vid ytterkanterna fore faltning, dvs

fA—=x,y), A2 <z < A, —-B/2<y< B/2
f(=A—=zy), —A<z<—-A/2, —-B/2<y<B/2,
f(x,B—vy), ~Aj2<x<AJ2, B/2<y<B,
) fz,—B—vy), —Aj2<x<AJ2, —-B<y<-B/2,
@) =93 FA—2,BZy), A2 <x < A, B/2<y<B (3.16)
f(=A—=x,B—y), —-A<x<-A/2, B/2<y<B
f(A—z,—B—y), A2 <z <A, —-B<y<—-B/2
f(=A—z,—B —y), —A<z<-A/2, —-B<y<-B/2
y
; g
3 9(@,y) | |
B : ﬁ
| R }
Broteraa == Jualid

} gsame

| 9full

Figur 3.8. Tvi-dimensionell faltning g = f * h sker med den vikta (ett halvt varv roterade) faltningskarnan
hroterad- Beroende pa hur man betraktar virdena utanfor ingangsbilden far utgangsbildens storlek till gyaiid,

GJsame eller Gfull-

Med diskretiserade signaler, digitala bilder, finns tva definitioner pa tva-dimensionell faltning att
véalja mellan, dels linjéar diskret faltning,

o0 oo

g(xay):(h*f)(xay): Z Z h(x_avy_ﬂ)f(avﬁ)a

a=—00 B=—00

(3.17)
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och dels cirkular faltning,

x_aay_ﬁ)N f(avﬁ)v (318)

‘.Mi

N-—
9(x,y) = (h*n f)(x,y) Z

déar ( )y betecknar modulo N operation, dvs h( ) kan uppfattas som periodiskt upprepad eller cirkulér.
Notera att vi, trots att det ror sig om diskreta signaler, har valt att kalla variablerna x, y istéllet fér som
tidigare n, m. Formeln for linjér diskret faltning ar applicerbar pa vad vi hittills har sagt i anslutning till
Fig. 3.8. Formel for cirkular diskret faltning géller dven da filtrering utférs genom multiplikation i fouri-
erdoménen och fouriertransformerna utfors med DFT, se Fig. 3.9. D& levereras inte en utgangsbild med
féorminskat eller forstorat definitionsomrade, utan utgéngsbilden har samma storlek som ingangsbilden.
Notera att den lilla faltningskérnan h(z,y) maste paddas med nollor (engelska: zero-padding) for att fa
en fouriertransform H (u,v) med samma upplosning som F'(u,v). Eftersom h( ) (eller f( )) kan uppfattas
som periodiskt upprepad eller cirkular, kommer faltningsresultatet i ndrheten av bildens kanter paverkas.
Utgangsbildens vansterkant kommer att paverkas av ingangsbildens hogerkant. Pa samma sédtt kommer
hogerkant att paverka vinsterkant och éverkant (underkant) att paverka underkant (6verkant).

2D DFT
4\y /\777 v
faltnings- | nollor... (777 -
ka |
arna,,,77>. %X | 7
nollor... }
h(xy) * H(u)
2D DFT 2D IDFT
4\y /\777 v v /_\ 4\y

f(xy) F(u,v) G(uv) g(x.y)

Figur 3.9. Filtrering via multiplikation i DFT-doménen ger cirkular faltning.

Betrakta linjar diskret faltning i ekvation (3.17). Den ena av ingangsfunktionerna ska forst “vikas
”(tyska: falten, engelska: convolve) vilket framgar av det negativa tecknet pd integrationsvariablerna
(o, B). T tva dimensioner ar detta liktydigt med att vi roterar h-funktionen 180°. Dérefter later vi den
glida, translateras, 6ver f-funktionen. Translationsldget ar (z,y). For varje sadant lige beriknas summan
(3.15) och resultatet placeras pa koordinat (z,y) i funktionen g(x,y). I Fig. 3.10 visas ett exempel pa
2D linjar diskret faltning enligt ekvation (3.17). Origo har markerats med en tjockare ram.

Faltning sker oftast som i Fig. 3.10 som en operation av en relativt kort sekvens (sekvensen h) pa
en lang, potentiellt odndligt stor bild. I ett sadant fall kallas funktionen h faltningskirna, faltnings-
operator, linjiar operator, filterkérna eller kort och gott filter. Till vanster i Fig. 3.12 och Fig. 3.17
visas hur en faltningskérna kan separeras i ett antal mindre faltningskdrnor. Det &r ldtt att inse att den
storre faltningskarnan kan erhallas genom att falta ihop de mindre faltningskdrnorna. En férdel med att
separera en faltningskdrna ar att berdkningsboérdan ofta blir mindre da.
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f h g
3]o]1 113 31913
111 @ 2 |1 — 717 16 [4
11]012 3|6 [5]|7

2 [1 14 ]2

Berakningsgang;: 31 02 1 31911 (3

LYyt [y 6 |4
1]0 2> 3|6 ][5 ]7
2 [1 14 ]2

Figur 3.10. Illustration av faltning, g = h * f.

I Fig. 3.11 visas en faltningsberdkning mellan en bild f och en faltningskédrna. Det géller fér berdk-
ningen av pixeln ¢g22 i utgangsbilden g att

922 = f11+2-f12+ f13...

Foljaktligen kréver denna faltningskdrna 5 multiplikationer och 8 additioner per pixel.

f11] f12 f13 1] 2
21 f22 23 @
31] 32 133 1] 2

Figur 3.11. Denna faltningskédrna kréaver 5 multiplikationer och 8 additioner per pixel. Detta inses genom att
betrakta ekvation (3.19) dar viardet g22 berdknas.

3.8 2D faltningskarnor for lagpassfiltrering

I Fig. 3.12 visas ett antal lagpass-filtrerande faltningskdrnor. I Fig. 3.12a visas en faltningskdrna som
berdknar ett viktat medelvirde under det att den faltas pa en bild. Om dess fouriertransform studeras
syns det att den dr lagpassfiltrerande i z-led. Den slipper igenom de laga frekvenser i x-led (sma
u-virden) och dampar hoga frekvenser i och med att den har véirden néra 0 for stora absolutvirden pa
u. Den faltningskérna som visas i Fig. 3.12b ar pa samma sétt lagpassfiltrerande i y-led.

Kombineras dessa bada faltningskérnor fas den som visas i Fig. 3.12c. Dess fouriertransform &r
en multiplikation av de bada foregaende och den &r lagpassfiltrerande i bade z- och y-led. Den
slapper igenom de laga frekvenser (sma wu-och v-virden) och dédmpar hoga frekvenser i och med att
den har virden néra 0 for stora absolutviarden péa u- och v. Fig. 3.12d visas en faltningskédrna som kan
separeras i tva sidana faltningskdrnor som visades i Fig. 3.12c. Denna faltningskérna &r dnnu kraftigare
lagpassfiltrerande i bade x- och y-led. Upprepad faltning med hjélp av faltningskdrnan i Fig. 3.12c ger
alltsd mer och mer lagpassfiltrering. I Fig. 3.13 visas ett exempel pa lagpassfiltrering av en bild med filtret
i Fig. 3.12c en och tva ganger. Notera att lagpassfiltrets effekt blir en “suddning av ”bilden. Notera ocksa
att de laga frekvenskomponenterna i fouriertransformen bevaras, medan de héga ddmpas.
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Fourier transform: cosz(nAu), A=1
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Figur 3.12. Faltningskérnor for lagpass-filtrering med tillhérande fouriertransform.
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IFy(uV)]

Figur 3.13. Lagpassfiltrering. Bilden fo(x,y) ar originalbilden och |Fy(u,v)| dr absolutvirdet av dess fourier-
transform. Bilden fi(x,y) ar 1agpassfiltrerad med filtret i Fig. 3.12c. Bilden fa(x,y) ar lagpassfiltrerad 2 gdnger
med filtret i Fig. 3.12c, dvs filtret i Fig. 3.12d. (Originalbilden finns p4 http://sipi.usc.edu/database/, Uni-
versity of Southern California.)
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3.9 Faltningkarnor for derivering

Analys av lokala variationer i en tva-dimensionell signal for med sig behovet av att uppskatta derivator,
vilket ar huvuddmnet i detta avsnitt. En faltningskérna som berdknar derivatan kallas en deriverings-
operator. Vi borjar med att diskutera berikningen/estimeringen av derivatan i det en-dimensionella
fallet. Se Fig. 3.14, som aterknyter till Fig. 2.13, grunden f6r formulering och bevis av samplingsteoremet.
Om f(z) &r den bakomliggande kontinuerliga signalen och bandbegrinsad till F(u) = 0 for |u| > 1/(2A)
och samplad med (1/A)III(x/A) fas s(x). Samplingsavstindet ar alltsdé A. D4 kan vi rekonstruera f(x)
enligt

f(z) = s(x) * sinc (%) . (3.20)

Men om vi kan rekonstruera en deriverbar funktion f(x) ur s(z) kan vi ocksd rekonstruera derivatan
f/(x). I fourierdoménen bildas fouriertransformen av derivatan genom multiplikation med j2mu. Deriva-
tan av rektangelfunktionen ATI(Aw) blir d& j27u - AII(Au) och i signaldoménen blir kombinationen av
derivering och rekonstruktion operatorn g(x) enligt (3.20),

g(z) = %sinc (%) & J2mu - AII(Au). (3.21)

Denna funktion visas i Fig. 3.14. Faltad med s(x) resulterar den i derivatan av den bakomliggande
kontinuerliga funktionen f(z), dvs

fl(x) = % [sinc (%) * 5(1’)} = %sinc (%) x s(x) = g(x) * s(x). (3.22)
| Signaldomén | | Fourierdomén |
a1 | AR |
N TSRV AR
2 ‘ #} x ‘ ‘ ‘ % ‘ u
— A — S
silnc (%) AH(AU)A
! !
b) L@ R L@
A z u
f(x) F(u)
/\
c) ~ . /J\ .
% L sinc (£) % J2muAIL(Aw)
l !
9 ! x u
T f'(x) = s(z) * Lsinc (%) W S(u) - 72muAIl(uA)
e) AR - -

Figur 3.14. P4 samma sitt som sinc-functionen rekonstruerar f(z) ur den samplade funktionen s(z), (a,b,c),
s rekonstrueras f'(z) ur den samplade funktionen s(z) med hjilp av den ideala derivatorn g(z) = -Lsinc (%),
(a,d,e).



50 Tvadimensionell signalbehandling

Den ideala deriveringsoperatorn, derivatorn g(z) har odndlig utstridckning. I praktiken maéaste
vi anvinda en dndlig approximation §(z). Om vi dessutom endast onskar f/(z) i de tidigare anvinda
sampelpunkterna kan vi som g(z) anvinda en diskret samplad form. Tre sddana approximativa deri-
vatorer (estimatorer, estimerare av 1:a derivatan) visas i Fig. 3.15 dar vi har satt A = 1. Kérnan a)
{10 —1}/(2A) &r enklast och kéirnan b) {—=1 6 0 —6 1}/(8A) 6verensstdmmer bést med den ideala
funktionen. Dessa har skapats genom att multiplicera (d/dz)sinc(z/A) med en cos?-funktion som gar ner
till 0 vid 6nskad storlek pa faltningskdrnan. Bada dessa funktioner visas streckade i figurerna. Kérnan
c) {1 —1}/(A) ar ocksa enkel, men blir utgangsbilden blir férskjuten ett halvt sampelavstand jamfort
med ingangsbilden, vilket 4r nagot som programmeraren maste ha kontroll pa. Det ar inte sjalvklart
vilken operator som &r bést. a) { 1 0 —1}/(2A) kan vara att foredra om man medvetet vill undertrycka
inflytande fran hogre frekvenser inom bandbreddsomradet. Det senare dr ett inte ovanligt 6nskemal ef-
tersom signal /brusforhallandet ofta dr daligt i de hogre frekvensomradena. Man brukar uttrycka detta
sa att ideal derivering inte alltid &r optimal darfor att den forstarker bruset i bilden. Som framgar av
Fig. 3.15 har alla faltningskdrnorna det gemensamt att de for laga frekvenser u 6verensstdmmer vil med
den ideala G(u) = j27wu-II(uA) som visas streckad i figuren. Det bér ocksa observeras att det samplade
resultatet av f/(z), dvs

1 z , 1 TN\
(A) 111 (K) < f(x) = (A) 111 (Z) cg(x) xs(x), x=...-2,-1,0,1,2...
i fourierdoménen har ett repetitivt utseende med perioden 1/A.

a) Spatialdom. Fourierdom., imag.

/ N\ 2 P s
1 N 1 Y
05 / \ N =
7N Vi ;f i NN o
0 7 7 0
I N \ é ~ 7/
-0.5 < \ /
-1 2
-1 \ / -
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-0.5 i 1l
-1 = 7z
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Figur 3.15. Tre approximationer av den ideala deriveringsoperatorn. Streckad linje =j27u.
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For att kunna diskutera tva-dimensionell derivering bor vi forst klargéra hur vi rekonstruerar en
kontinuerlig bildsignal ur en samplad version. Perfekt rekonstruktion av en bandbegransad signal kan ske
i fourierdoménen med den tva-dimensionella rektangelfunktionen som visas i i Fig. 3.16 som vi skriver

o Go(u,v) = ATI(Au) - ATI(Av) = ATI(Au, Av), (3.23)

dar A ar samplingsavstandet av den bakomliggande tva-dimensionella kontinuerliga funktionen. Liksom
i det en-dimensionella fallet kan vi, atminstone teoretiskt, utfora rekonstruktionen i signaldoménen,
bildplanet, med

go(z,y) = sinc (%) - sinc (%) . (3.24)

Funktionerna go(z,y) = sinc(z) - sinc(y) och Go(u,v) = II(u, v) visas i Fig. 3.16.

sinc(x)-sinc(y) T1(u)T1(v)
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Figur 3.16. Ideala 2D-operatorer for rekonstruktion och derivering i x- och y-led.
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Partiell derivering i x-led av en funktion f(z,y) ar liktydigt med multiplikation i fourierdoménen med
j2mu. Pa samma sétt som for det en-dimensionella fallet si multiplicerar vi darfér var rekonstruktions-
funktion Go(z,y) med denna deriveringsfunktion for att nd den kombinerade effekten av rekonstruktion
och derivering av den bakomliggande kontinuerliga funktionen. Resultatet blir i fourierdoménen tva
stycken utskurna lutande plan, som beskrivs med uttrycken

G (u,v) = j2mu - A*TI(Au, Av), (3.25)
Gy (u,v) = j2mv - A’TI(Au, Av). (3.26)
Den inversa fouriertransformen av dessa ekvationer, (3.25) och (3.26) blir
O . (xN\ (Y
gz (z,y) = 5z 5ine (Z) - sinc (Z) , (3.27)
0 . ry\ . (T
gy(z,y) = 8—ysmc (K) - sinc (Z) . (3.28)

De tva funktionerna g, och g, ar de ideala estimatorerna for 1:a derivatorna av en bandbe-
gransad tva-dimensionell signal. De har ett liknande utseende som den ideala endimensionella derivatorn
g(x) i Fig. 3.14. Sammansatta till vektorn (g, g,) utgér de den ideala estimatorn f6r gradienten. Funk-
tionerna g, (x,y), Gz(u,v), gy(x,y) och Gy(u,v) visas i Fig. 3.16 for A = 1. Funktionerna g, och G, &r
som synes identiska med g, och G, roterade 90°.

Ett antal approximativa derivatorer visas av Fig. 3.17 tillsammans med respektive fouriertrans-
former. I Fig. 3.17a visas en differentierande faltningskdrna i z-led. Under det att den faltas pa en
bild beréknar den differensen mellan framférvarande och bakomliggande pixel. Dess fouriertransform &r
jsin(2rAu)/A. For sma varden pa u dr denna fouriertransform ungefér lika med j27u som enligt Tab. 3.1
motsvarar derivering i z-led. Eftersom fouriertransformen har virden néra 0 for stora absolutvirden pa u
ar denna faltningskérna ocksa i viss man lagpass-filtrerande i z-led. Denna faltningskarna ar alltsa bade
deriverande och lagpassfiltrerande i x-led. I Fig. 3.17b visas en differentierande faltningskérna i y-led.
Ett liknande resonemang som forut ger att denna kidrna &r bade deriverande och lagpassfiltrerande i
y-led.

Genom att falta en i y-led lagpassfiltrerande faltningskdrna med en i x-led differentierande fas en
faltningskdrna som brukar kalls sobel-x. Den ar deriverande i z-led och lagpassfiltrerande i bade z- och
y-led. Pa liknande sétt géller att faltningskdrnan sobel-y dr deriverande i y-led och lagpassfiltrerande i
béde x- och y-led. Sobel-x och Sobel-y kallas med ett gemensamt namn sobel-operatorer och de visas
i Fig. 3.17 c,d.

Betrakta operatorparet [Dg(u,v), Dy(u,v)] nedan. Det utfor en lagpassfiltrering med H(u,v) och
H,(u,v) samt derivering i z- och y-led med j27u och j2mv,

{Dx(u,v) = H,(u,v) - j2mu, (3.29)

Dy(u,v) = Hy(u,v)-j2mv.

Lat nu dy(z,y) och dy(x,y) vara inversfouriertransformerna av D, (u,v) och Dy(u,v). Kalla faltnings-
svaren av detta operatorpar pa bilden f(z,y) for f(z,y) och f,(z,y), dvs

fl’(l'vy) :daz(l',y)*f(x’y)7
{ fy(z,y) =dy(z,y) * f(z,y). (3.30)

Sammansatta till en vektor utgoér de en estimator for gradienten i bilden,

gradienten = V = [f.(z,v), fy(z,y)]. (3.31)

I Fig. 3.18 visas ett exempel pa derivatafiltrering av en bild. Bilden f(z,y) ar originalbilden. Derivatabil-
den i z-led, fz(z,y), ar faltad med Sobel-x filtret i Fig 3.17c och derivatabilden i y-led, f,(x,y), &r faltad
med Sobel-y filtret i 3.17d. Kantdetektering erhélls genom att berdkna magnituden pa gradienten,

9] = \/Falw )2 + 1y ()2 (3.32)
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Figur 3.17. Faltningskarnor for derivering med tillhérande fouriertransform. Dessa faltningskarnor ger ocksa en

viss lagpass-effekt.
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Figur 3.18. Derivering och kantdetektering. Bilden f(z,y) ar originalbilden. Derivatabilden i z-led, f.(z,y),
ar faltad med Sobel-x filtret. Derivatabilden i y-led, fy(z,y), &r faltad med Sobel-y filtret. Kantdetek-
tering erhdlls med hjialp av magnituden pa gradienten, \/ fo(x,9)? + fy(x,y)?2. (Originalbilden finns pa
http://sipi.usc.edu/database/, University of Southern California.)

Fig. 3.19a visar en kérna med fouriertransformen —4(sin?(7Au)+sin?(7Av))/A2. For sma virden pa
u ér denna fouriertransform ungefir lika med —4m(u? +v?). Enligt Tab. 3.1 motsvarar detta applikation
av laplace-operatorn 02/9z? + 82/9y*. Eftersom fouriertransformen inte foljer denna kurva for stora
absolutviarden pa w och v utan bojer av, &r denna faltningskirna ocksa i viss man lagpass-filtrerande i
bada ledder.

Faltningskérnan i Fig. 3.19a &r alltsa bade en laplace-operator samt lagpassfiltrerande i z- och
y-led. Sammantaget blir detta faktiskt ett hogpassfilter i z-och y-led. Det kan vara forvillande att fou-
riertransformen har negativa virden. Kom da ihag att om man ska uttala sig om ett filters lagpass-,
hogpass- eller bandpass-karaktir sd bor man betrakta absolutvirdet av filtrets fouriertransform. Man
kan dock sidga att hogpassfiltret har negativt tecken eller att hogpassfiltret fasvrider 180 grader. Om
man multiplicerar laplace-operatorn med —1 erhalles faltningskdrnan i Fig. 3.19b. Denna ar som synes
ett helt normalt hégpass-filter i fourierdoménen.

Slutligen visas i Fig. 3.20 ett exempel pa bildforbiattring genom anvindning av laplace-filter.
Laplace-bilden erhalls genom att falta originalbilden med laplace,egqtin-operatorn i Fig. 3.19. Genom
att addera originalbilden och laplacebilden erhalls en bild med tydligare detaljer. Detta beror pa att
detaljerna innehaller hoga frekvenser som forstéarks av laplacefiltret.
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—4fsin?(nAu)+sin®(rAV)/AZ, A=1

a) Laplace Fouriertransform:
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Figur 3.19. Faltningskidrnor med tillhérande fouriertransform. a) Faltningskidrna som fungerar som en approxi-
mativ laplaceoperator 8%/82 4+ 9% /9y>. b) Med negativt tecken erhélles ett hogpassfilter.

|é Laplace,

negativ

Figur 3.20. Anvindning av laplace-filter. Bilden till véanster faltas med laplacenegativ-operatorn i Fig. 3.19b.
Ett enkelt exempel pa bildférbéttring erhalles genom att addera bilden till vanster och den laplacenegatio-
filtrerade bilden. D& erhills en bild med tydligare detaljer (detaljer = hogpassinformation). (Originalbilden finns
pa http://sipi.usc.edu/database/, University of Southern California.)
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3.10 Normalisering av faltningskarnor

I Fig. 3.12 har varje lagpass-filtrerande faltningskédrna forsetts med en normaliseringskonstant sa att
det lokala medelviardet bevaras for varje omgivning i bilden, dir omgivningens storlek 4r samma som
faltningskdrnans. Lat faltningskérnans storlek vara N pixlar och dess koefficienter vara f, fa, ..., fy. Da
blir normaliseringskonstanten

K=> fi (3.33)
Betrakta t ex faltningskérnan i Fig. 3.12c. For denna géller att

K=1+241+244+2+1+2+1=16. (3.34)

Om normaliseringskonstanten sétts till ett for 1agt virde kommer bildens medelvirde att 6ka och bilden
blir for ljus. P4 motsvarande sétt blir bilden for moérk om normaliseringskonstanten sétts till ett for hogt
varde.

I Fig. 3.17 och Fig. 3.19 har varje faltningskdrna forsetts med normaliseringskonstanter sa att de
deriverande kdrnorna berdknar korrekt skalade derivator fér ldngsamt varierande graskalevariationer.
Det bakomliggande sampelavstandet &r A. Om man inte vet sampelavstandet kan man t ex satta A = 1.
Normalisering med hénsyn taget till absolutbeloppet (Li-norm),

N
K:ZU’H-
i=0

brukar ge ett rimligt virde, dvs omfanget pa pixelvirdena i utbilden brukar bli i samma storleksordning
som for inbilden. Om man enbart ska anvinda den den faltade bilden for att titta pa kan en annan
mojlighet vara att justera normaliseringsfaktorn sa att den faltade bildens kontrast blir subjektivt bra.



Kapitel 4

Omsampling av bilder

4.1 Translation och forstoring (uppsampling)

Omsampling av en bild innebér att den diskreta bilden, given med viss geometri och upplésning 6verfors
till ett annat format. Med geometri avses hér bildens orientering, eventuella distorsion osv. Som framgar
av Fig. 4.1 kan man illustrera distorsion genom att visa resultatbildens ortogonala rastermonster placerat
i originalbilden. En satellitbild &r sdlunda ofta grovt distorderad och behéver korrigeras for detta for att
fa ratt orientering och samma upplosning som en viss kartbild.

/
[/
A
]
VAN,

Or/y/na/é/"/a’ 0/7750/77/0/00’ Y, /7

Figur 4.1. Det principiella forfaringsséttet vid omsampling: Den nya bildens sampel skall rdknas fram ur origi-
nalet i ett antal mer eller mindre oordnade natpunkter som inte sammanfaller med givna originalsampel.

Samtliga fall uppriaknade nedan &r specialfall av det generella omsamplingsproblemet.

e translation

férstoring, uppsampling, éverforing till storre matris, 6ka upplosningen

e rotation

geometrisk korrektion

férminskning, nedsampling, éverforing till mindre matris, minska upplosningen

o7
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Sigria/ Interpolerad sigrnal  Omsomplod sigraol

Figur 4.2. Omsampling kan delas upp i tva processer: Interpolation av den diskreta signalen s att en kontinuerlig
signal erhalles, déarefter sampling av denna signal.

Omsampling kan anses besta av tva processer (se Fig. 4.2).

e Interpolation (faltning) av den diskreta signalen med hjilp av ndgon interpolationsfunktion,
vilket resulterar i en kontinuerlig signal.

e Sampling av den kontinuerliga signalen.

I verkligheten berdknas dock den kontinuerliga funktionen endast i den omsamplade signalens ras-
terpunkter.

Vilken interpolationsmetod vi bor vélja bestdms givetvis av de krav som stélls pa resultat och be-
rakningstid. Ofta skall en omsamplad bild bearbetas vidare i dator. Det dr d& inte nédvandigtvis 6gats
uppfattning av likhet som bor efterstravas utan kanske hellre en matematisk trohet mot originalet. Van-
liga metoder vid omsampling d4r nadrmsta granne metoden, linjir interpolation och interpolation
med en funktion av typ cubic spline.

Vid den enklaste metoden, ndrmsta granne, tilldelas en ny bildpunkt vérdet av den av originalpunk-
terna som ligger ndrmast. Den interpolerade signalen far da ett mycket kantigt utseende (Fig. 4.3 a).
Vid linjar interpolation interpoleras linjart mellan tva narliggande punkter (Fig. 4.3 b). Med en viss typ
av cubic spline, som anvénder sig av fyra punkter vid interpolationen, far den kontinuerliga signalen en
mjukare form (Fig. 4.3 ¢). I tva dimensioner blir givetvis fler punkter inblandade. Vi betraktar dock tills
vidare omsamplingen i endast en dimension.

d/ ar # / b/‘. v . 7 .C/‘l. - 2.

Figur 4.3. Interpolerad signal for olika metoder. a) Niarmsta granne. b) Linjar interpolation. ¢) Cubic spline
interpolation.

Vi ska nu komma fram till en metod for interpolation. Lat oss forst betrakta faltningen med en
interpolationsfunktion i detalj. Lat s(z) = g(z) - > .~ d(x — nA) vara den samplade insignalen och

1at w(x) vara interpolationsfunktionen. D& géller for faltningen

faltning med kontinuerligt samplad funktion

o 00

(w = s)(x) = / w(z —a) - s(x) da = / w(z —a) - Z g(a)d(z —nA) da

n=—oo

Z / w(x —a) - gla)d(z —nA) da = Z w(z — nA) - g(nA) (4.1)

n=-—oo

n=-—oo

faltning med diskreta sampelviarden

Faltningen kan alltsa beskrivas antingen med integral eller summa. Exempel pa framriakning av ett nytt
sampelvirde med interpolationsfunktionen w(z) = A(z/A) (linjar interpolation) visas fér bada fallen i
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a) b) c)
2+ 2+
)
. w(X) 1T 1T
W(X—nA)
: X - - nA
A A ﬁ 2A A ﬁ 2A
1.25A 1.25A

Figur 4.4. Interpolation med w(z) = A(z/A) (linjir interpolation) for framrikning av ett nytt sampelvérde. a)
Interpolationsfunktionen. b) Faltning med kontinuerligt samplad funktion. ¢) Faltning med diskreta sampelvér-
den.

Fig. 4.4. T det forsta fallet géller

(w*s)(z) = / w(z —a) - s(x) da
= / w(1.25A —a)-20(a — A) + w(1.25A —a) - 1.56(a — 2A) da
= / w(1.25A — A)-26(a — A) + w(1.25A — 2A) - 1.56(a — 2A) da
:10(0.25A) -2+ w(—0.75A) - 1.5 = A(0.25) - 2+ A(—0.75) - 1.5
=0.75-2+0.25-1.5=1.875 (4.2)

och i det senare fallet géller

o0

Z w(x —nA) - g(nA)

n—=—oo

w(1.25A — A) -2 + w(1.25A — 2A) - 1.5+
= w(0.25A) - 2+ w(—0.75A) - 1.5 = A(0.25) - 2+ A(—0.75) - 1.5
—=0.75-2+0.25- 1.5 = 1.875. (4.3)

(w = s)(x)

Vi dr nu redo for en forenklad beskrivning av férfarandet vid interpolation. Som ovan ndmndes berdknas
inte hela den kontinuerliga signalen. Istéllet faltas originaldata med interpolationsfunktionen endast i de
punkter som behover berdknas.

Interpolation, férenklad beskrivning

Se Fig. 4.5 dér vi har satt A = 1.

Flytta interpolationsfunktionen till den 6nskade positionen.

Interpolationsfunktioner dr jdmna =- betrakta bara avstand.

Vikta sampelvirdena med motvarande hojd pa interpolationsfunktionen och summera.

I det hér fallet, med linjar interpolation blir:
Interpolationsvirdet = A(0.25) - 24+ A(0.75) - 1.5 =0.75 -2+ 0.25 - 1.5 = 1.875

Forutsatt att en signal 4r bandbegrénsad och samplad tillrackligt titt (enligt samplingsteoremet) kan
den rekonstrueras i varje punkt genom att i frekvensplanet multiplicera med ett idealt lagpassfilter, en
rektangelfunktion som stricker sig fram till bandgrénsen. I bildplanet motsvarar detta faltning med
en sinc-funktion. Fig. 4.6 illustrerar ideal uppsampling. Efter uppsamplingen &r Fouriertransformen
bevarad helt intakt. Den enda skillnaden jamfort med fore omsampling &r att upprepningarna kommer
glesare. De nya hogsta frekvenserna, som inte fanns representerande fére omsamplingen, &r satta till 0.
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Figur 4.5. Forenklad beskrivning av interpolation, har illustrerad i fallet w(z) = A(z) (linjar interpolation).
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Figur 4.6. Ideal uppsampling med sinc-funktionen.
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Vi ska nu jamfora nagra olika interpolationsmetodernas egenskaper genom att studera respektive
interpolationsfunktions utseende i frekvensplanet.

Narmsta-granne metoden inses efter en stunds eftertanke vara identisk med faltning med en rek-
tangelfunktion som strécker sig 6ver endast en pixel. I frekvensplanet motsvaras rektangelfunktionen av
en sinc-funktion (Fig. 4.7 a). Likheten med det ideala filtret 4r knappast sldende varfor vi inte bor stélla
sé stora forvintningar pa resultatet med denna metod. Metoden &r dock snabb och kan lampligen anvén-
das for translation av bilder och fér zooming. Vid &verforing till storre matris dr den dock oanvindbar
eftersom vi endast far en kopiering av pixels.

Linjir interpolation &r liktydigt med faltning med en triangelfunktion (Fig. 4.7 b). Denna har i
frekvensplanet betydligt mindre uttalade sidolober dn féregaende rektangelfunktion. Metoden ger hygg-
ligt resultat, dock en smula oskarpt vilket indikeras av den avsmalnande toppen i triangelfunktionens
fourierspektrum.

| Spatialdomén, h(z) | | Fourierdomén, H (u) |
a) 1 Y
/ \ : I
/ \ } \
| \ ‘ I
/ \ | I
/ \ \ |
/ \ X | | u
A | 1
NI A aa N/ ./
b) 1 ba
\ | X i l u
A 2 1/A
c) 1 A
\ L x | !
I
A~ 2A 1/A

Figur 4.7. Interpolationsfunktioner h(z) (vinstra kolumnen) och deras fouriertransform H (u) (hégra kolumnen).
Den streckade funktionen ar det ideala lagpassfiltret, sinc(z/A) i spatialdoménen respective II(Aw) i fourierdo-
ménen.

Eftersom ett idealt lagpassfilter i frekvensplanet motsvaras av en sinc-funktion i bildplanet kunde man
féormoda att den ideala interpolationsfunkionen skulle vara just en sincfunktion. Sincen har dock tyvérr
odndlig utstriackning med sidolober vars amplituder endast langsamt gir mot noll. Nagonstans maste
den trunkeras, troligen redan efter forsta sidoloben (for att inte fi oacceptabelt lang berdkningstid)
vilket resulterar i oonskade effekter. En naturlig tanke &r att istdllet forsoka hitta en funktion som
approximerar sincen men som ar 0 utanfor ett visst intervall. Detta kan dstadkommas med cubic splines
som &r styckvis kontinuerliga funktioner sammansatta av tredjegradspolynom. Vi definierar en cubic
spline h(z) pa foljande sétt

az|z|® + az|x|? + ai|z| + ao, |z| € [0,1],
h(z) = ¢ bslx|® + bo|z|? + by|x| + b, |z| € [1,2], (4.4)
0, £.6.

Funktionen bor vara symmetrisk kring origo Dessutom stéller vi f6ljande krav pa f(z):
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e Omsampling till samma matris skall ge en exakt reproduktion av originaldata.
Det innebéar att:  h(0) =1, h(l) = h(2) = 0.

e Funktionen bor vara kontinuerligi z =0, z =1 och x = 2.

e Derivatan bor vara 0 for x = 0 och = = 2 och dessutom kontinuerlig i z = 1.

Med hénsyn tagen till dessa krav blir h(z) bestdmd sa ndr som pa en konstant:

(@+2)af = (a+3)[zP+1,  |2[€[0,1],
h(z) =< alz|® — 5a|z|? + 8a|z| — 4a, lz| € [1,2], (4.5)
0, f.6.

For negativa virden pa konstanten a ar f(z) positiv i intervallet [0,1] och negativ i intervallet [1,2],
dvs vi far nagot som liknar en trunkerad sinc-funktion. Det vdrde som i minsta kvadrat-mening ger
en function sa lik sinc-funktionen som méjligt &r a = —0.5. Men andra virden ar ocksa mojliga. Det
ménskliga 6gat foredrar ofta lite skarpare kanter och da kan a = —1 vara ett alternativ. I fortsdttningen
kallar vi funktionen 4-point cubic spline och ett ungefirligt utseende pa denna visas i Fig. 4.7¢). Vi
far i frekvensplanet en god approximation av ett idealt lagpassfilter. Motsvarande funktion i 2D-fallet
kallar vi bicubicl6.

Fig. 4.8 illustrerar uppsampling, 6verforing av en bild till en storre matris, hir 4 ganger storre. En
del av originalbilden Fig. 4.8a) har forstorats genom nérmsta granne interpolation i Fig. 4.8b, med linjar
interpolation i Fig. 4.8c och med bicubicl6, (a=-1) i Fig. 4.8d. Bésta resultatet fis som vintat med den
sistndmnda metoden. Linjar interpolation ger en mattare bild med suddigare kanter och taggigare linjer.

a) original b) nearest

Figur 4.8. Uppsampling (férstoring). a) Originalbild (256 x 256) med ruta (64 x 64). b) Nérmsta granne in-
terpolation av rutan till storlek 256 x 256. ¢) Linjar interpolation av rutan till storlek 256 x 256. d) Bicubicl6
interpolation (a = —1) av rutan till storlek 256 x 256.
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Var beskrivning har hittills endast beskrivit en-dimensionell omsampling medan bilderna i Fig. 4.8
har bearbetats tva-dimensionellt, vilket kréaver en forklaring. Interpolationsfunktionen har applicerats tva
ganger efter varandra sasom illustreras i Fig. 4.9a,b). Forst skapas en bild dér den nya samplingstétheten
upptrader i z-led. Dessa nya sampel anvindes sedan for en-dimensionell omsampling i y-led. Med en viss
interpolationsfunktion h skapas slutresultatet g(z,y) ur ingdngsbilden f(x,y) med

9(z,y) = f(z,y) x h(z)d(y) * h(y)d(y), (4.6)

dér den ideala tva-dimensionella omsamplingen ar dubbelsincen,

h(xz)o(y) * h(y)d(z) = h(x) - h(y) = sinc(x/A) - sinc(y/A). (4.7

Approximationen av h(z) och h(y) med en triangelfunktion (linjir interpolering) innebédr som an-
tydes i Fig. 4.9d) att en viss utgdngspixel interpoleras fran sina fyra nirmsta grannar. Lat den nya
rasterpunktens koordinater vara (z’,y’), vilka bestar av heltalsdelarna (z,y) och brakdelarna (z.,y.).
Bilinjér interpolationen i tva steg illustreras i Fig. 4.9a,b), vilket betyder att forst sker interpolering i

z-led, dvs
fl(fl'/,y):(1*‘T€)'f(x,y)+x5‘f(z+1,y), ZZ’/:£E+L]CE, (48)

dar f &r originalbilden vars rasterpunkter har markerats med o i Fig. 4.9a) och f; dr mellanresultatsbilden
vars rasterpunkter har markerats med x i Fig. 4.9a,b). Dérefter sker interpolation i y-led

L@ y) = A =y )iz, y) +ye- i@y +1), ¥ =y+ye (4.9)

déar fy ar slutresultatsbilden vars rasterpunkter har markerats med x i Fig. 4.9b).

o X X0 X oXx x x x .
. - 5 .
o X X0 X ox . * * *
X b ¢ X X
* . . "
o X Xxo X ox
X
s X X X

a) b)

o [o) o
o ]
i . . i N &
o (] o *
" 5 . . . \ .
(x,y)
o . © - o .
d)

c)

Figur 4.9. Forstoring = tdtare sampling. Originalbildens rasterpunkter har markerats med o, resultatbildens
med *. a) En-dimensionell interpolation i z-led... b) ... foljt av endimensionell interpolation i y-led... c¢),d) ... ar

ekvivalent med tva-dimensionell interpolation.
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Samma effekt kunde naturligtvis ha uppnétts med en direkt tva-dimensionell interpolering mellan de
fyra ndrmsta sampelpunkterna i ingangsbilden dvs

R) = (=) =50 o) +al— ) - e+ 1) w0
+(1 =z )ye) - flw,y +1) + oeye - flo+ 1Ly + 1), ’

vilket illustreras i Fig. 4.9¢,d).

4.2 Rotation

Rotation av en bild f kring origo med vinkeln « enligt Fig. 4.10 ger en ny bild f, dér det roterade

resultatet kan skrivas
fa(xaaya) :f('r?y)a (411)

dar féljande samband géller mellan koordinaterna

<xa):(cgsa —&na)(x):R(a:). (4.12)
Yo sin o cos o Y )

LAt oss infora beteckningarna #7 = (x,y) och L = (74,%,). Vi kan d& sammanfatta (4.11) och (4.12)
till

fa(@a) = fa(RT) = f(2). (4.13)
Y o fo(RT)
Notation: ursprungsbild f 17 //r\\ £(@)
_ < T ) -7 /, A
xr = . -7 ! a \
Y roterad bild f(,,/ p / N
R< cos o —sina > N ) '
sin « cos o . 5
\ .z
\ N
\ .
\ -
\ P
N P
\ -
\ -
.-

Figur 4.10. Rotation av en bild.

Om bilden f dr digital si specificerar (4.12) slutkoordinaten z, for en viss raster-punkt Z i origi-
nalbilden f. Emellertid ar det egentligen den inversa situationen vi ar intresserade av. Eftersom z, i
allménhet inte dr en jimn rasterpunkt, skriver vi om (4.13) till

fa(@) = fR™'2). (4.14)

Som illustreras i Fig. 4.11 géller det da att for varje (x,y) i den roterade bilden rikna ut (z',y’) enligt

/ .
(z/):R_l(x):( cos o sma)(x) (4.15)
Y Yy —sina  cosa Yy
for att sedan med ldmplig interpolation rdkna fram f(z’,y) och utfora
fa(z,y) = f(2,y). (4.16)

Punkten (z’,y') dr jui det allménna fallet ingen rasterpunkt utan ligger godtyckligt placerad. Forst efter
interpolation kan den egentliga rotationen utforas, dvs placera ett pixelvdrde i punkten (z,y). Observara
alltsd att rastret, samplingsmonstret, ar gemensamt for f, och f.

Rotation kring en punkt (a, b) ar obetydligt mer komplicerad &n rotation kring origo. Motsvarigheten

till (4.15) blir
a’ a cosa  sina r—a
(yl>_<b>+<—Sina cosa>(y_b>’ (4.17)
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o 1) (w,y) givet
' 3) f(«',y') placeras i punkten (z,y)

s ™ y
Observera: - X X
inbilden H
och X X B 2) («/,y) beriiknas,
utbilden X T Sarefter f@'y)
§ ar overlagrade ) o X X X interpoleras fram
X

Figur 4.11. Rotation av en digital bild innefattar beriikning av originalbildens viirde i punkten (z’,3") som skall
foras till rasterpunkten (z,y).

(a,b)

T

Figur 4.12. Rotation kring en godtycklig punkt (a, b).

vilket illustreras av Fig. 4.12.

Som framgatt av foregaende avsnitt kan interpolation utféras mer eller mindre sofistikerat. Cubic
spline (eller ndgon dnnu mera sinc-liknande funktion) ar ofta énskvéird. Vid ren omsampling utan rotation
ligger de nya sampelpunkterna snyggt och prydligt i vertikala kolumner och horisontala rader i det
gamla rastret som synes i Fig. 4.9. Detta gor det praktiskt mojligt att anvinda t ex en 10-punkters sinc-
approximation i sdvil - som y-led g(x,y), dvs totalt 20 multiplikationer-/ackumulationer per pixelvirde
i resultatet g(x,y). Det totala omsamplingsforloppet dr globalt separerbart.

4.3 Forminskning (nedsampling)

Metoderna i avsnitt 4.1 ovan, framst illustrerade av Fig. 4.2 - 4.7, kan naturligtvis i princip anvéindas ofor-
andrade dven vid nedsampling (utglesning av sampelpunkterna = férminskning). Samplingsteoremet
sdger oss emellertid att det 6kade samplingsavstandet innebér att vi inte kan harbargera lika hoga fre-
kvenser som tidigare. Fig. 4.13 visar det en-dimensionella fallet for fallet med férminskning med faktorn
k = 2. Om samplingsavstandet i den nya bilden &r exakt 2 ggr originalets kan samtliga nya sampelpunkter
fas att sammanfalla med en existerande; i det allménna fallet faller de mellan tva av originalets sam-
pelpunkter. I fourierdoménen kan vi maximalt tillvarata vad som faller inom —1/(k2A) < u < 1/(k2A)
varfor den rétta interpolationsfunktionen ar (1/k)sinc(z/(kA)). Som synes atgdr ménga sampel, nér-
mare bestdmt 2k st, redan for att approximera huvudloben i sinc-funktionen. Om vi skulle stréva att
efterlikna dven andra lobparet, som i fallet med cubic spline, Fig. 4.7 ¢), atgar ytterligare 2k sampel. En
tva-dimensionell separabel cubic spline for omsampling / forminskning av en N x N pixel originalbild
med faktorn k skulle ddrmed krava

e N -4k(N/k) = 4N? MAC (multiplikation f5ljt av ackumulering till tidigare summa) fér N rader
med vardera N/k nya sampelpunkter.
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Figur 4.13. Nedsampling med faktorn 2 sker idealt med sinc(z/(2A))/2.

o (N/k)-4k(N/k) = 4N?/k MAC fér N/k kolumner med vardera N/k sampelpunkter.

Totalt atgar alltsd 4N2(1 + 1/k) MAC.
En annan enklare cubic spline med samma bredd som huvudloben i sinc-funktionen definieras av

3 2
h(z) = { aslx|® + az|x|® + a1|z] + ao, |z| € [0,1], (4.18)

0, £.6.



4.3 Forminskning (nedsampling) 67

a) original

c) enkel cubic spline

Figur 4.14. Férminskning med faktorn 2 av en testbild med 2 st radiella sinus-funktioner, en langsam och
en snabb. Fouriertransform visas i hogerkolumnen. a) Originalbild. b) Férminskning med nirmsta granne. c)
Forminskning med enkel cubic spline. For presentationen &r resultatet zoomat till originalbildens storlek.
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Liksom for funktionen (4.5) infér vi villkoren exakt reproduktion vid omsampling till samma matris,
h(0) =1, k(1) = 0, A'(1) = 0. Hér géller nu ocksa h'(1) = 0. Parametrarna ag, a1, az, as blir da helt
bestdmda sa att

h(x)_{ 2|z - 3|z|? + 1, |z| € [0,1], (4.19)

0, f.6.

D& denna funktion ska anvindas fér nedsampling en faktor k anvands (1/k)f(z/(kA)). Liksom funktio-
nen (4.5) bevarar (4.19) DC-nivan perfekt men dess fourierspektrum, Fig. 4.13 b), 4r inte en lika god
approximation av den ideala AII(kAu).

Den allra enklaste nedsamplingsmetoden dr nirmsta granne, II(z/A). Den motsvaras i fourier-
doménen av en alldeles f6r bred sinc-funktion Asinc(Aw) som ligger mycket langt fran den ritta II(kAu).

Om vi breddar beroendet av resultatpixeln till medelvirdet av en hel omgivning av k st ingangspixel
(kxki2D),dvs (1/k)II(x/(kA)) motsvarar detta en smalare sinc-funktion i fourierdoménen, Asinc(kAu),
som &r langt mer acceptabel. Denna metod kallar vi ndrmsta grannar. Metoden &ar betydligt snabbare
dn cubic spline. Cubic spline ger dock ett battre resultat.

Ett slags mellanting mellan ndrmsta grann(ar) och cubic spline ir triangelfunktionen som kommer
i tva varianter, dvs A(x/(A)) och (1/k)A(x/(kA)), dér den foérsta motsvarar enkel linjarinterpolation,
medan den senare ar ett béttre alternativ.

Fig. 4.14 visar forminskning av en testbild med faktorn 2 i savil x-led som y-led under anvindning
av tre olika interpolationsmetoder. Originalet dr funktionen

1 1 1
3 + 1 sin (0.4\/x2 + y2> + 1 sin (3.2 2 + yQ) dar A =1,

dvs en DC-komponent som gor att graskalan overallt &r positiv, en radiellt formad sinusvag av medel
medelhog frekvens samt en andra radiellt formad sinusvag med en frekvens vid sjélva Nyquistgriansen. For
presentationen &r resultaten zoomade i till originalets storlek. Den enklaste metoden &r ndrmsta granne
men den ger som synes mycket stor vikningsdistorsion. Bilinjér interplation mellan de tva nirmsta
grannarna i x-led och y-led ger likartad effekt. Om man daremot bildar varje utpixel med hjilp av en
bred cubic spline funktion liknande sincens huvudlob i Fig. 4.13 b) undertryckes den héga frekvensen.
Det speciella utseendet av invikningsfenomenet i Fig. 4.14 f) och h) forklaras av Fig. 4.15.

Figur 4.15. a) Skiss av fouriertransformen av testbilden i Fig. 4.14. b) Fouriertransformen upprepad med
avstdndet 1/2A sd att bidrag fran alla 8 grannarna viks in i resultatet. Den nedsamplade bildens fouriertransform
ges av den heldragna kvadraten med sidan 1/2A.
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