3. LAPLACETRANSFORMEN 1

3 Laplacetransformen

3.1 Den enkelsidiga laplacetransformen

3.1.1 a) z4(t) = u(t) —u(t — 1)

> 1 —st —5 0 s
— 1 _
Xa<8> :/ xa<t)€_3tdt — / 1. G_Stdt _ |:€ :| _ (& e _ e
0

—00

Konvergensomradet (ddr | X, (s)| < co) ér av typen Re{s} > oy, eftersom z,(t) = 0 for ¢ < 0.

For s = 0 blir nimnaren noll, vilket verkar antyda att konvergensomradet &r Re{s} > 0. Dock
dr dven téljaren noll for s = 0, sa vi potensserieutvecklar lampligen e™* for att se battre hur
X,(0) ser ut:

(=5)? | (=9)°
1 - 1+(_3)+ 21 + 31 + s 2
Xa = = 1 — = _—
(s) s 2 7%
dvs. X,(0) =1
Konsekvensen blir att konvergensomradet ér hela s-planet, utom Re{s} = —oo

(eftersom  lim X, (s) = 00), dvs. Re{s} > —oc.

S=0—>—00

Anm: Om du svarar att [°_ |2zq(t)e™7"|dt < oo for alla 0 > —oo, sé réicker det ocksé som
motivering till konvergensomradet.

Vanligen uppkommer inte sa langa konvergensomradesresonemang som ovan, vid lapla-
cetransformberékningar!



~
...

oo 00 L o—(s+1)t
Xp(s) = / te " e Stdt = / t-e (g = [t ¢
0 0 -

> oo o —(s+1)t
e o / g
(s+1) L o —(s+1)
t.e—(s+1)t e~ (st1)t oo
- [ —(s+1) (s+1)2}0
= /lime

t—o0

~(=+Dt — 0 om Re{s + 1} > 0, dvs. Re{s} > —1/

= /e_(s+1)t gar snabbare mot 0 &n vad ¢ gar mot oo da t — oo/
_0—-0-¢" 0—¢" 1
(541 (s+1)2 (s+1)%

Konvergensomrade: Re{s} > —1

Notera att du,tvid den partiella integrationen ovan, far anvinda sambandet

Jt-etdt = % (at — 1), som du hittar pd sidan 3 i kursens formelsamling.
c) z.(t) =t - cos(wot)u(t)
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X.(s) = /0 t - cos(wot) - e *tdt = 3 /0 (t cem(5mawo)t 4 g e_(s'”w")t) dt

= /Partiell integration, som i b)/
= / lim e
t—o0

- (
(

P Souh g Re{s} > 0
= = , onv.omr: Re{s
s—jwo)? (84 jwp)? (82 + w?)?
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d) z4(t) = (e* —2e7") u(t)

Xa(s) :/ (6275 _ 2e_t) oSt :/ (e—(s—2)t _ 26—(s+1)t) dt

0 0
B |:e—(s—2)t e—(s+1)t ]00
0

—(s—2) 2—(8 +1)
B / limy eoe 2% =0  om Re{s—2} >0 = Re{s} >2 /
T/ limyee GtP =0 om Re{s+1} >0 = Re{s} > —1
1 2 —5+5
s—2 s+1 (s—=2)(s+1)
(Notera att de tva termerna i inledningen av sista raden ovan har konvergensomrade

Re{s} > 2 respektive Re{s} > —1, medan konvergensomradet for det sammansatta ut-
trycket for Xq(s) dr snittet mellan dessa, dvs. Re{s} > 2)

oo 1 —st7l 1 —st —st —st71
t-e”* e t-e e
/ v(t)eiStdt:/ t-e Stdt = [ } 7/ dt = [ - — }
—00 0 —S 0 0 —S —S S 0

—e% e -1 —set—e 41 (_ 1—e % — se‘s>

Konv.omr.: Re{s} > 2 (uppfyllt fér bada termerna)

3.1.2  a)

<
—~
»
~—

I

s s2 52 52

Signalen v(t) dr kausal, dvs. v(¢) = 0 for ¢t < 0, vilket ger att V(s) har ett hdgersidigt
konvergensomrade, Re{s} > o for nagot og. Eftersom v(t) har dndlig tidsutbredning sa
dr 09 = —oo och konvergensomradet for V' (s) édr alltsa Re{s} > —oo.

(Detta pa grund av att signalen v(t) - e~ dr absolutintegrerbar for alla o > —o0.)

(Med s* i nimnaren, si ser det ut som att |V(0)| = oo, men om man potensserieut-
vecklar e=* i tiljaren, sd erhdlls en s2-faktor i tiljaren, som forkortar bort nimnarens s>
och foljaktligen blir |V (0)| dndlig. Se liknande resonemang i losningen av deluppgift a) i
foregaende uppgift.)

W (s) /_O:o w(t)e Stdt = /07r sin(t) - e *dt = /sin(t) = ejt;je_jt/

™ —(s—J)t —(s+)Ht 17"
_ i (ef(sfj)t —e’(Hj)tdt) _ i [e ( J). e ( J). ]
25 Jo 2j [=(s—3j) —(s+3)]
_ i <€—Sﬂ'.ejﬂ‘_1 B e—S‘n'.e—Jﬂt—l> :/ej:jﬂ _ _1/
2j —(s—17) —(s+7)
e 41 s+j—(s—j) e 41
2j (s—=d)(s+j)  s*+1

b)




Konvergensomradet #r Re{s} > —oo, vilket erhalls pa grund av att w(t) &r
en kausal signal med dndlig tidsutbredning — dvs. samma motivering som i
deluppgift a) ovan.

X(s) = / z(t)e™dt = / Et ceStdt + / e testdt
0 1

= /Den forsta termen beréknades i uppg. a)/
1—e 5 —ge=% e~ (s+1)t 1%
2 [_(3 + 1)] 1
/Re{s} > —oo resp. Re{s+ 1} >0, dvs. Re{s} > —1/

l—eS—se 541 e 6+t

S

52 s+1
s+1—(1+2s)e*®
es?(s+1) ’ els}

(Konvergensomradet dr snittet av Re{s} > —oo och Re{s} > —1)

3.1.3  Enkelsidiga transformer, enligt uppgift, vilket innebédr att alla transformer har ett hdgersidigt
konvergensomrade, dvs. av typen Re{s} > og. Utveckla transformerna till termer vars transformpar
hittas i formelsamlingens Tabell 5.

a)

2s+5 25 +5 ) .
= — /Partialbraksuppdelning/ = ——
s24554+6 (s+2)(s+3) /Partialbraksuppdelning/ +

X =
1(5) s+2 s+4+3

Enkelsidig transform = Re{s} > —2 respektive Re{s} > -3

Tab. 5:11 = xy(t) = (€72 + e73") u(t)

b)
3s+5 3(s+2)—4%-3
Xa(s) = = T
52 +4s+13 (s+2)2+3
5+2 1 3

(s+2)2+3 3 (s+2)2+32

Konvergensomradet &dr Re{s} > —2 for bada termerna.

1
Tab. 5:20 resp. 5:21 = 5(t) = (36‘” cos(3t) — ge*” sin(3t)) u(t)

Du kan dven anvinda Tab. 5:22 direkt pa laplacetransformen i andra steget (med 3s + 5 i
taljaren), men hdr delas transformen upp i de tva termerna for att fortydliga hur de tva
termerna i x2(t) erhdlls. Gor girna sa i alla liknande uppgifter, t.ex. dven i deluppgift e.
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c)
(s+1)2
Xs(s) = s2—5—6
Téljarens gradtal &r > nadmnarens gradtal
= omforma! Egentligen utfor vi polynomdivision.
2 —s—064+3s+7 3s+7
B s2—5—06 N (s+2)(s—3)
1 1
= /Partiabrak: dela/ =1-02—— +32——
/Partiabraksuppdela/ ’s+2+’s—3

Konvergensomrade Re{s} > —2 och Re{s} > 3 for andra respektive tredje termen.

Tabell 5:1 & 5:11 ger dérfor z5(t) = 6(t) — (0,272 — 3,2¢3") u(t)

d)
5) 51 51 5 1
X = - = — — — i -
1(5) s2(s+2) 4s+232+4s+2
Re{s}>0 Re{s}>—2
Tab. 5:3, 5:4 respektive 5:11 = x4(t) = Z (—1+2t+e ") u(t)
e)
2s+1 . . -1 s+3
Xs5(s) = GEDE 2552 = /Partialbraksuppdela/ = e} + 72512
-1 (s+1)+2 1 s+1 1

PR PR S PR i S PR § S AN (NN | ENE

Konvergensomrade Re{s} > —1 {or alla tre termerna.
Tabell 5:11, 5:20 respektive 5:21 = x5(t) = et (=1 + cos(t) + 2sin(t)) u(t)

Liksom i deluppgift b) sa gar det att anvinda Tab. 5:22 i stillet for Tab. 5:20 och 5:21 — se
kommentaren till svaret pa b).

f)
5+2 A B C
X¢(s) = ——— = / Partialbrak dela till —
6(s) ST IE /arla raksuppdela ti s+s+1+(s+1)2/
PSRN S
5 s+1 (s+1)2

Konvergensomradet for de tre termerna ér Re{s} > 0, Re{s} > —1 respektive Re{s} > —1.

Tab. 5:3, 5:11 & 5:12 = xg(t) = 2u(t) — 2e tu(t) — te tu(t) = (2 — (2 +t)e ") u(t)



3.2 Egenskaper hos laplacetransformen

3.2.1  Tabell 4:5 anger egenskapen z(t — to)u(t —to) < X (s)e 5%, t>0

a)
z1(t) =u(t) —u(t—1)
1
Tab. 5:3 = u(t) < " Re{s} >0
1 _
= ut—1) <= ¢ s
1 _
= Xi(s) = 5 (1—¢e™*), Re{s} > —
Fér motivering av konvergensomradet, se 16sningen till uppgift 3.1.1 a)
b)
22(t) = e Dyt — 1)
Tab. 5:11 = e~ 'u(t) <= L Re{s} > -1
s+1’
. Xp(s) = ——e~7, Re{s} > 1
2(s s e Rels
c)

z3(t) = e u(t) = e e - u(t)

1

=X =e’ . ——
als) =e s+1

, Re{s} > —1 (Tab. 5:11)
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3.2.2  Tabell 4:5 anger egenskapen z(t — to)u(t — to) < X(s)e 5, t>0

a)
v(t) =t (@) —u(t—-1) =tu(t) = t—Dut—1) —u(t —1)
11 1
Tab. 5:3,5:4 & 45 = V(s == - —=-e*—--¢
sz s? s
1—e%—se”*
= —52 5 RG{S} > —00
Se motivering av konvergensomrade i 16sningen till 3.1.2 a).
b)
w(t) = sin(t) (u(t) — u(t — 7)) = sin(t)u(t) + sin(t — 7) u(t — 7)
=—sin(t)
1 1 ) 14+e°7
Tab. 5:19 & 4:5 W(s) = T =
& ~ (s) 82—|—1+$2—|—le 241
Konvergensomrade Re{s} > —oo, se motivering i 16sningen till 3.1.2 b).
c)
t
z(t) = - (u(t) —u(t — 1)) + e tu(t —1) = —v(t) + e - e Dyt —1)
e e

Tabell 5:11 & 4:5 =

l—e5—se 5 e (D)
es2 s+1
s+1—(1+2s)e”*®

= -1
es?(s+1) » Refs}>

(Konvergensomradet dr snittet av Re{s} > —oo och Re{s} > —1)



3.3 Losning av differentialekvation m.h.a. laplacetransformen

3.3.1 a)

b)

dy(t) . dy(t) da(t)
az T3 Tg T =g

L{viansterledet} = L{hogerledet}

. d”x(t) n n—1 — n—2 dx(O_)
och Tab. 4:10 T 8 X(s)—s""2(07)+s —5 T
= 5%Y(s) —sy(07) — dyng) +3 | sY(s) —y(07) | +2Y(s) = sX(s) —x(07)
= e

Med z(t) = u(t) ger Tab. 5:3 att X(s) = ; Re{s} >0

1
dvs. vi erhéller (s> +3s+2)Y(s)=s-—
s
S V()= ———— = JPBU/ = —— — —— Re{s} > -1
s C(s+D(s+2) TN s+l s+ 2] 18

Hogersidigt konvergensomrade ges av att Y (s) ér en enkelsidig laplacetransform.
Re{s} > —1 erhalls av snittet mellan Re{s} > —1 for den forsta termen och Re{s} > —2 for
den andra termen.

Tabell 5:11 ger da inverstransformen y(t) = (e7" — ™) u(t)

ddigt) + 4dz“él—sf) +4y(t) = d%t) +x(?)

Efter en enkelsidig laplacetransformering av vénsterledet och hogerledet enligt Tabell 4:10, sa erhalls

s2Y (s) —sy(07) — dygz_) +4 | sY(s) —y(07) | +4Y(s) = sX(s) —z(07)+X(s)
= ST =2 =0

=1

z(t) =etu(t) = X(s)= L Re{s} > —1

s+1’

2 1 1
=>sY(s)—23—1+4(5Y(5)—2)+4y(3):5.8+1+s+1
= (s®+4s+4)Y(s) =25+10

2s + 10 2 6
Y(s)= ——— =/PBU./= —— 4+ ——— —92
= YO = e = /PBU =t g Relsd >

Tabell 5:11 & 5:12 ger slutligen y(t) = (2 + 6t) e~ u(t)
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3.4 Den dubbelsidiga laplacetransformen
3.41  a)

x(t) = etu(®)

- x(t) : ,

CCQ(t) = Uo(—t)
x1(t) = e’ - u(t)
1
s

= z(t) = x2(t) + 21(t), dér {

Tab. 4:4 = Xa(s) = L{u(t)}| _,_, =

med konvergensomrade Re{s} < 0 (Ges &ven direkt av Tab. 5:7)

Xi1(s) = S—Ll har konvergensomrade Re{s} > 1 (Tab 5:11)

Dvs.

Re{s}

I figuren ovan ser vi att Xs(s) + X1(s) har inte nagot sammanhéngande konvergensomrade,

vilket innebéar att ) ) )
2(8) + Xals) s +s—1 s(s—1)

inte utgor en laplacetransform till 2(t) (dvs. z(t) har ingen laplacetransform!)
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b)
x(t) = e P00 = L . b<0_ 2o(t) + x3(t), dir xo(t) = uo(—t), som i a), dér
e " t>0
Aot
--- 1

-1
Xa(s) = L{z2(t)} = - med konv. omr. Re{s} <0
1
X3(s) = LA{x3(t)} = por med konv. omr. Re{s} > —1
Konvergensomradet for

X(s) = Xa(s) + X3(s) = _?1 + sj—l - 5)’(5_‘i 1)

ar ddrfor —1 < Re{s} <0

Re{s}

342  a)
2a(t) = e M = et - ug(—t) +e' - u(t)
—_—

z2(t) zi(t)
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1
= Xi(s) = pon Re{s} > -1

zo(t) = x1(—t) = /Tab. 44/ = Xs(s) = X;(—s) = _31+ = s_—ll

for Re{—s} > —1, dvs. Re{s} < 1

SR
s—1 s+1 (s—1)(s+1)

Tabell 5:11 = Xa(S) = XQ(S) + Xl(S) =

med konvergensomrade —1 < Re{s} < 1

Re{s}

b)
xy(t) = eIt cos(t) = et cos(t)ug(—t) + e~ cos(t)u(t)

w2 (t) 21 (t)

(ej skalenlig)

Tabell 5:20 =

s+1

A= e

Re{s} > =1 (fran (s + 1) i ndmnaren)

1‘2(t) 21‘1(—t) = /Tab 4:4/ =

—s+1 s—1
2(8) 1( S) (—8+1)2—|—12 (S— 1)2 +12»

Re{—s} > —1, dvs. Re{s} <1 (erhalls dven direkt fran Tab. 5:27)

4 — 252
Xp(s) = Xa(s) + Xu(s) = A1’

—1<Re{s} <1

Samma konvergensomrade som i uppgift a).
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3.4.3

c)
z.(t) = e'u(t) + e ug(—t)
——
z1 (1) x5 (t)
A
zy(t)
1
(1)
> 1
1
Tabell 5:11 ger X;(s) = Py Re{s} >1
zo(t) = z3(—t), dir z3(t) = e u(t)
1
= X3(s) = panE Re{s} > —2 (fran Tab. 5:11)
o Xa(s) = Xy(—8) = ——— = 1. Re{—s} > —2, dvs. Re{s} < 2
2(8) = A3 S_—s—|—2_s—2’ e1—S , dvs. Reqs
(X2(s) kan &ven erhallas direkt fran Tab. 5:14.)
Xu(s) = Xu(s) + Xo(s) = —— — = L} _Refs} <2
oA8) = 418 =T s—2 (s—1)(s—2) §
a)
25+5 1
Xa = = 5 -3 R —2
() (s+2)(s+3) s+2+s+3 < Refs} <
—— =
:Xl(s) :XQ(S)
Dvs.: )
Xa(s) = ——; Re{s} > —3 =25dLy o (4) = e 3u(t)

s+3]

1
Xl(S) = m, RG{S} < =2

1 1
5= % Re{—s} < =2, dvs. Re{s} > 2

Lat X3(s) = X1(—s) =

Tabell 5:11 ger da
z3(t) = —e*u(t) =

z1(t) = x3(—t) = —e Hug(—t)
(Notera att x1(t) dven kan erhallas direkt fran X;(s) m.h.a. Tab. 5:14.)

Vi har alltsa
Xo(s) = X1(s) + Xa(s) =

Ta(t) = 21 (t) + 22(t) = —e 2ug(—t) + e u(t)
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b)
Xb(s):%: s_% + % ; 2 <Re{s} <3
:Xl(s) :XQ(S)

Re{s} >2 Re{s} <3

= 21(t) = e**u(t) (erhalls fran Tab. 5:11)
1

X;5(s) = Xa(—s) = 313

Re{s} > -3

2B ag(t) = e Mut) = aa(t) = w3(—t) = —eug(—1)

(Notera att o(t) #ven kan erhallas direkt fran Xo(s) m.h.a. Tab. 5:14)
Vi far darfor foljande inverstransform:

xy(t) = o1(t) + 22(t) = e 'u(t) — e¥ug(—t)

c)
25 +3 1 1
X = = ; -1
o(s) (s+1)(s+2) s+1 + s+2 7 Refs} >
—— ——
Re{s}>—1 Re{s}>-2
Tab. 5:11 xc(t) _ (e—t + e—2t) u(t)
d)
2 1 1
Xa(s) = 513 = + ; Re{s} < -2

(s+1)(s+2) s+1 s+ 2
S~—~— S~—~—
Re{s}<—1 Re{s}<—-2

Bada termerna motsvarar, och hanteras som, X;(s) <= z1(¢) i deluppgift a) (eller direkt
fran Tabell 5:14). Inverstransformen dr darfor

zq(t) = — (e7" + e ) ug(—t)
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e)
352 —2s — 17 1 1 1
X.(s) = _ _—
) (s+1)(s+3)(s—5) s+1 + s+3 R < Re{s} <5
Re{s}>—1 Re{s}>—3 Re{s}<5 (se figur)

Re{s}

P& motsvarande sétt som i deluppgifterna a)—d) erhalls:

ze(t) = (e7" +e7 ™) u(t) — e™uo(—1)



