
4. z-TRANSFORMEN 1

4 z-transformen

4.1 z-transformen

4.1.1 a) x1[n] = u[n−m]

X1[z] =

∞∑
n=−∞

x1[n]z
−n =

∞∑
n=m

1 · z−n = /k = n−m/ =

∞∑
k=0

z−(k+m) = z−m
∞∑
k=0

(
z−1

)k
=

/∣∣z−1
∣∣ < 1 ⇒ |z| > 1

/
= z−m 1

1− z−1
=

z

zm(z − 1)
med konv.omr̊ade |z| > 1.

b)

sin(nπ) = 0 ∀n ⇒ x2[n] = γn · sin(nπ)u[n] = 0

⇒ X2[z] = 0

c)
x3[n] = γn cos(nπ)u[n] = γn(−1)nu[n] = (−γ)n · u[n]

⇒ X3[z] =

∞∑
n=−∞

x[n]z−n =

∞∑
n=0

(−γ)nz−n =

∞∑
n=0

(
−γz−1

)n
=

/∣∣−γz−1
∣∣ < 1 ⇒ |z| > |γ|

/
=

1

1− (−γz−1)

=
z

z + γ
, med konvergensomr̊ade |z| > |γ|.

d)
x4[n] = γn−1u[n− 1]

⇒ X4[z] =

∞∑
n=1

γn−1 · z−n = γ−1
∞∑

n=1

(
γz−1

)n
=

/∣∣γz−1
∣∣ < 1 ⇒ |z| > |γ|

/
= γ−1

(
γz−1

)1 · 1

1− γz−1
=

1

z − γ
, med konvergensomr̊ade |z| > |γ|

4.1.2 a)
xa[n] = u[n]− u[n− 2] = δ[n] + δ[n− 1]

Tab. 10:1 & 10:2 ⇒ Xa[z] = 1 + z−1 =
z + 1

z
; |z| > 0 (ty z i nämnaren)

(Anm: Konvergensomr̊adestypen |z| > R0 är ocks̊a i överensstämmelse med att xa[n < 0]).
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b)
xb[n] = γn−2u[n− 2] = γ−2

(
γnu[n]− γ0δ[n]− γ1δ[n− 1]

)
Tab. 10:4, 10:1 resp. 10:2 ⇒ Xb[z] = γ−2

(
z

z − γ︸ ︷︷ ︸
|z|>|γ|

−1− γ z−1︸︷︷︸
|z|>0

)
=

1

(z − γ)z
; |z| > |γ|

c)
xc[n] = 2n+1u[n− 1] + en−1u[n] = 4 · 2n−1u[n− 1] + e−1 · enu[n]

Tab. 10:5 & 10:4 ⇒ Xc[z] = 4 · 1

z − 2︸ ︷︷ ︸
|z|>2

+e−1 · z

z − e︸ ︷︷ ︸
|z|>e

=
4(z − e) + e−1z(z − 2)

(z − 2)(z − e)
; |z| > e

4.1.3 Alla z-transformerna är här enkelsidiga, enligt uppgift, vilket innebär att deras konvergensomr̊aden
är av typen |z| > R0, där R0 är avst̊andet till transformens (yttersta) singulära punkt i z-planet.

I lösningarna nedan partialbr̊aksuppdelas
X[x]

z
i stället för X[z] – det brukar vara enklare och kan

d̊a oftast ske med hjälp av ”handp̊aläggning”.

a)

X1[z] =
z(z − 4)

z2 − 5z + 6
⇒

/
z2 − 5z + 6 =

(
z − 5

2

)2

−
(
1

2

)2

= (z − 2)(z − 3)

/
⇒

X1[z]

z
=

z − 4

(z − 2)(z − 3)
=

2

z − 2
− 1

z − 3

⇒ X1[z] = 2 · z

z − 2︸ ︷︷ ︸
|z|>2

− z

z − 3︸ ︷︷ ︸
|z|>3

Fr̊an Tabell 10:4 erh̊alls x1[n] = (2 · 2n − 3n)u[n] =
(
2n+1 − 3n

)
u[n]

b)
X2[z]

z
=

z − 4

z(z − 2)(z − 3)
=

−2/3

z
+

1

z − 2
+

−1/3

z − 3

⇒ X2[z] =
−2

3
+

z

z − 2︸ ︷︷ ︸
|z|>2

−1

3

z

z − 3︸ ︷︷ ︸
|z|>3

Tabell 10:1 & 10:4 ger x2[n] = −2

3
δ[n] +

(
2n − 1

3
· 3n︸ ︷︷ ︸

3n−1

)
u[n]

c)
X3[z]

z
=

e−2 − 2

(z − e−2) (z − 2)
=

1

z − e−2
− 1

z − 2

⇒ X3[z] =
z

z − e−2︸ ︷︷ ︸
|z|>e−2

− z

z − 2︸ ︷︷ ︸
|z|>2

Tabell 10:4 ⇒ x3[n] =
(
e−2n − 2n

)
u[n]
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d)

X4[z] =
z2 − 2z + 1

z3
= z−1 − 2z−2 + z−3

Tabell 10:2 ⇒ x4[n] = δ[n− 1]− 2δ[n− 2] + δ[n− 3]

e)
X5[z]

z
=

−5z + 22

(z + 1)(z − 2)2
=

3

z + 1
+

−3

z − 2
+

4

(z − 2)2

⇒ X5[z] = 3 · z

z + 1︸ ︷︷ ︸
|z|>1

−3 · z

z − 2︸ ︷︷ ︸
|z|>2

+2 · 2z

(z − 2)2︸ ︷︷ ︸
|z|>2

Tabell 10:4 & 10:6 ⇒ x5[n] = (3 · (−1)n − 3 · 2n + 2 · n2n)u[n] = (3(−1)n − (3− 2n)2n)u[n]

4.2 Egenskaper hos z-transformen

4.2.1 • Vid direkt beräkning utg̊aende fr̊an z-transformens definition:

X[z] =

∞∑
n=0

x[n]z−n =

m−1∑
n=0

1 ·
(
z−1

)n
=

1−
(
z−1

)m
1− z−1

=
zm − 1

zm−1(z − 1)

Här har vi en (ändlig) geometrisk summa som konvergerar om kvoten z−1 är ändlig, dvs.
|z−1| < ∞, dvs. |z| > 0, vilket ocks̊a är z-transformens konvergensomr̊ade.

• Vid beräkning med hjälp av Tabell 10 och 9 i formelsamlingen, där vi fr̊an figuren ser att
x[n] = u[n]− u[n−m]:

Fr̊an Tabell 10:3 erh̊alls transformparet u[n] ⇐⇒ z

z − 1
; |z| > 1

Detta, tillsammans med högerskiftegenskapen i Tabell 9:5, dvs. x[n−m]u[n−m] ⇐⇒ z−m·X[z]

ger den sökta transformen X[z] =
z

z − 1
− z−m · z

z − 1
=

zm − 1

zm−1(z − 1)

Eftersom täljaren kan faktoriseras som zm − 1 = (z − 1)
(
zm−1 + zm−2 + · · ·+ 1

)
, s̊a f̊ar vi

X[z] =
(z − 1)

(
zm−1 + zm−2 + · · ·+ 1

)
zm−1(z − 1)

=
zm−1 + zm−2 + · · ·+ 1

zm−1
, dvs. transformen har

konvergensomr̊adet |z| > 0 (och inte |z| > 1, som det ser ut som om faktorn z − 1 st̊ar
oförkortad i nämnaren ovan.

4.2.2 a)

ZII {(−1)nx[n]} =

∞∑
n=−∞

(−1)nx[n]z−n =

∞∑
n=−∞

x[n](−z)−n = X[−z]

b)

Tabell 10:4 ⇒ γnu[n] ⇐⇒ z

z − γ
; |z| > |γ|

⇒ (−γ)nu[n] = (−1)nγnu[n]
Tab. 10:4 & uppg. a)⇐=============⇒ −z

−z − γ
=

z

z + γ
; |z| > |γ|
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c) i)

2n−1u[n] =
1

2
· 2nu[n] Tab. 10:4⇐=====⇒ 1

2
· z

z − 2
; |z| > 2

(−2)n−1u[n] =
−1

2
(−1)n2nu[n]

(b)⇐=⇒ −1

2
· −z

−z − 2
=

−1

2
· z

z + 2
; |z| > 2

⇒
(
2n−1 − (−2)n−1

)
u[n] ⇐⇒ 1

2

(
z

z − 2
+

z

z + 2

)
=

z2

z2 − 4
; |z| > 2

ii)

γn · cos(πn)u[n] = (−1)nγnu[n]
(b)⇐=⇒ z

z + γ
; |z| > |γ|

4.3 Den dubbelsidiga z-transformen

4.3.1 a)
xa[n] = 0,8nu[n]︸ ︷︷ ︸

:=x1[n]

+2nu0[−n]︸ ︷︷ ︸
:=x2[n]

Här använder vi återigen Tab. 10:4 för att erh̊alla transformen X1[z] =
z

z − 0,8
; |z| > 0,8

X2[z] =

∞∑
n=−∞

x2[n]z
−n =

−1∑
n=−∞

2n · z−n = /n = −k − 1/ =

∞∑
k=0

(
2−1 · z

)k+1

=
z

2

∞∑
k=0

(z
2

)k

=
/∣∣∣z

2

∣∣∣ < 1
/

=
z

2
· 1

1− z/2
=

−z

z − 2
; |z| < 2

(Den transformen kan även erh̊allas direkt fr̊an Tab. 10:13, men här bör du öva dig p̊a att
beräkna z-transformerna enligt grunddefinitionen.)

Vi erh̊aller s̊aledes den sökta transformen som

Xa[z] = X1[z] +X2[z] =
z

z − 0,8︸ ︷︷ ︸
|z|>0,8

− z

z − 2︸ ︷︷ ︸
|z|<2

=
−1,2z

(z − 0,8)(z − 2)
; 0,8 < |z| < 2

b)
xb[n] = 2nu[n]︸ ︷︷ ︸

:=x1[n]

− 3nu0[−n]︸ ︷︷ ︸
:=x2[n]

P̊a motsvarande sätt som i uppgift a), s̊a erh̊aller vi

X1[z] =
z

z − 2
; |z| > 2

X2[z] =
−z

z − 3
; |z| < 3

 ⇒

Xb[z] =
z

z − 2
− −z

z − 3
=

z(2z − 5)

(z − 2)(z − 3)
; 2 < |z| < 3

(X1[z] & X2[z] kan även erh̊allas fr̊an Tab. 10:4 respektive Tab. 10:13)
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c)
xc[n] = 0,8nu[n]︸ ︷︷ ︸

=x1[n]

+3 · 0,4nu0[−n]︸ ︷︷ ︸
=x2[n]

P̊a motsvarande sätt som i uppgift a), s̊a erh̊alls

X1[z] =
z

z − 0,8
; |z| > 0,8

X2[z] = 3 · −z

z − 0,4
; |z| < 0,4

 ⇒

Konvergensomr̊aderna för de tv̊a deltransformerna överlappar inte, (snittet mellan dem är
tomma mängden) dvs. X1[z] + X2[z] har inget sammanhängande konvergensomr̊ade, vilket
innebär att Xc[z] inte existerar (dvs. xc[n] har ingen z-transform).

d)
xd[n] = 0,5|n| = 0,5n · u[n]︸ ︷︷ ︸

:=x1[n]

+0,5−n · u0[−n]︸ ︷︷ ︸
:=x2[n]

P̊a motsvarande sätt som i uppgift a) (eller direkt fr̊an Tab. 10:4 respektive 10:13), s̊a erh̊alls

X1[z] =
z

z − 0,5
; |z| > 0,5

X2[z] =
−z

z − 0,5−1
=

−z

z − 2
; |z| < 2

 ⇒

⇒ X[z] = X1[z] +X2[z] =
z

z − 0,5
+

−z

z − 2
=

−1,5z

(z − 0,5)(z − 2)
; 0,5 < |z| < 2

4.3.2
X[z]

z
=

e−2 − 2

(z − e−2) (z − 2)
=

1

z − e−2
+

−1

z − 2

⇒ X[z] =
z

z − e−2︸ ︷︷ ︸
:=X1[z]

− z

z − 2︸ ︷︷ ︸
:=X2[z]

⇒ x[n] = x1[n]− x2[n]


Om |z| > e−2 Tab. 10:4

======⇒ x1[n] = e−2nu[n]

Om |z| < e−2 Tab. 10:13
=======⇒ x1[n] = −e−2nu0[−n]


Om |z| > 2

Tab. 10:4
======⇒ x2[n] = 2nu[n]

Om |z| < 2
Tab. 10:13
=======⇒ x2[n] = −2nu0[−n]

a)
Konvergensomr̊ade |z| > 2 ⇒ x[n] =

(
e−2n − 2n

)
u[n]

b)
Konvergensomr̊ade e−2 < |z| < 2 ⇒ x[n] = e−2nu[n] + 2nu0[−n]

c)
Konvergensomr̊ade |z| < e−2 ⇒ x[n] =

(
−e−2n + 2n

)
u0[−n]


