4. z-TRANSFORMEN

4 z-transformen

4.1 z-transformen

4.1.1 a) z1[n] = uln —m]
a[n]
1
T > N
| ;
Xi[z] = Z x1[n]z7" = Z 1-z7"=/k=n—m/= sz(’“m) = mez (zfl)k
n=-—oo n=m k=0 k=0
1
= /|z*1| <l=lzl>1/= z*ml — = zm(zz— 0 med konv.omrade |z| > 1.
b)
sin(nm) =0Vn = xa[n] =~" -sin(nm)uln] =0

c)

a3[n] =" cos(nmjuln] = 7" (=1)"u[n] = (=7)" - u[n]

= Xalz= Y allzm =) ()= ()"
n=-—oo n=0 n=0
— /]l <1 5 B> b/ =
1= (=)
, med konvergensomrade |z| > |7|.
z+y
d) X
za[n] =" uln —1]
= Xalo]=) "= Y () = Y <1 = >
n=1 n=1
_1 1 1 ]. ]. o
="' (vz7h) - — = , med konvergensomrade |z| > ||
1—7vz z—"

412  a)

xo[n] = u[n] — u[n — 2] = §[n] + 5[n — 1]
s+

Tab. 10:1 & 10:22 = X,[z]=1+2"'= ; |21 >0 (ty z i ndmnaren)

(Anm: Konvergensomradestypen |z| > Rq dr ocksa i dverensstimmelse med att z4[n < 0]).
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b)
ay[n] =" 2uln — 2] =772 (y"u[n] —1°8[n] — y'é[n — 1))
1
Tab. 10:4, 10:1 resp. 10:2 = X,[z] = ’y_Q< 11—zt ) = izl > |l
z— (z=7)
|z|>0
2>~

z[n] = 2" uln — 1] + e tun] =4- 2" tuln — 1] + e - e"uln)

1 4(z — “lz(z—2
Tab. 10:5 & 10:4 = X.[2]=4- —— +e ' S (z—e) e zlz ); |z| > e
z—2 z—e (z—=2)(z—¢)
SN~ S~—~—
|z|>2 |z|>e

4.1.3  Alla z-transformerna dr hir enkelsidiga, enligt uppgift, vilket innebér att deras konvergensomraden
dr av typen |z| > Ry, dir Ry #r avstandet till transformens (yttersta) singulira punkt i z-planet.

Xl]

I 16sningarna nedan partialbraksuppdelas i stéllet for X[z] — det brukar vara enklare och kan

z
da oftast ske med hjilp av "handpaldggning”.

a)

Xmﬂzgéééé% = /£—6z+6:<z—;>2—<;){=@—2ﬂ”—$/ =

b)

Xo2] s—4  —2/3 1 —1/3
z 2z —-2)(z—-3) =z +z—2+z—3

-2 n z 1 =z

3 z2—2 3z2-3
N—— N~—~—
|z|>2 |z]>3

2 1
Tabell 10:1 & 10:4 ger x2[n] = —gé[n] + <2” —3 3”>u[n]

~——
3n—1
c)
Xslz] e 2 -2 1 1
z  (z—e2)(2—-2) z—e2 z-2

= X3[t] = —2 i

z—e 2 z-—2
—_—  ——
|z|>e—2 |z|>2

Tabell 10:4 = a3[n] = (e7>" — 2") u[n]
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d)
22 1
Xylz] = % =271 —2724 277
z

Tabell 10:2 = z4[n] = d[n — 1] — 26[n — 2] + d[n — 3]

Xol] _ —Bzf22 3, -3 4
z  (z+1D(=-22 z+1 z-2 (2-2)2
2
= Xs[t] =3 —— 3. —— 42. =

4.2 Egenskaper hos z-transformen

4.2.1 e Vid direkt berikning utgaende fran z-transformens definition:

- —n = —1\" 1 - (Zil)m z" =1
X[ :nZ;Jm[n]z - 7;) L) = T—z 1 — zni(z—1)

Hir har vi en (#ndlig) geometrisk summa som konvergerar om kvoten z~1 #r éndlig, dvs.

|z71| < 0o, dvs. |z] > 0, vilket ocksd dr z-transformens konvergensomrade.

e Vid berikning med hjialp av Tabell 10 och 9 i formelsamlingen, dar vi fran figuren ser att
z[n] = u[n] — uln — ml:

Fran Tabell 10:3 erhalls transformparet u[n] <= z% |z| > 1

1 ;

Detta, tillsammans med hogerskiftegenskapen i Tabell 9:5, dvs. z[n—m]u[n—m] < 27" X|z]

z _ z 2" -1
_Zm. f—

z—1 z—1  2zm=1(z—1)

ger den sokta transformen X|[z] =

Eftersom téljaren kan faktoriseras som 2™ — 1= (z —1) (2™ 1 4+ 2™ 2+ ... +1), sd far vi
-1 Zm—l +Zm_2++l Zm—l Z7n—2 1
X[z] = ( ) ( ) = + Tt , dvs. transformen har
21z —1) zml
konvergensomradet |z| > 0 (och inte |z| > 1, som det ser ut som om faktorn z — 1 star
oférkortad i ndmnaren ovan.

4.2.2  a)
Zn{(-Dall} = Y (Dl = 3 aln)(-2) " = X[-2]
b)
Tabell 10:4 = v"u[n] < %; |z] > |v]
= (—y)"uln] = (—1)"y uln) MR Y, TE__E sy

—z—7 z+y



4 1 z
gn—1 L. gn Tab. 104 1 5
uf] ] R LE
_ -1 b)) —1 —z -1 z
2)" tufn] = —(—=1)"2"u[n] <= — - =— 2
(-2 uln] = Syl 2 2L 2T
1 z z 22
271 1 ) n—1 - _ . 2
( (—2) )u[n]<:>2 Z_2+Z+2) 5 4,\z|>
if)
" cos(mn)uln] = (—1)"y"uln] <L —Z 12| > |
Y = Y + Y
4.3 Den dubbelsidiga z-transformen
431 a)
xa[n] = 0,8"u[n] + 2" ug[—n]
—_——  ——
i=xz1[n] i=x2[n]
Hér anvénder vi aterigen Tab. 10:4 for att erhalla transformen X;[z] = P 0 g i ]2l > 0,8
0 —1 00 i1
Xalz] = Z xo[n)z™" = Z "z =/n=-k-1/= Z (271 2) *
n=—oo n=—oo k=0

ZOO z —Z
= 1/ = ; 2
2k0<) /‘ ‘< ) 1—2/2 c—g 1<

(Den transformen kan &ven erhallas direkt fran Tab. 10:13, men hir bor du éva dig pa att
berdkna z-transformerna enligt grunddefinitionen.)

Vi erhaller saledes den stkta transformen som
z z —1,2z
X =X X = — = . ;08 2
alfl = Xl + Xolel = Ts — TS = T os oy M8 <l
——

N—_——
|2|>0,8 lz]<2

b)
xp[n] = 2"u[n] — 3" up[—n]
—— ——

=z1[n] i=x2[n]

P& motsvarande sétt som i uppgift a), sa erhaller vi

z
Xifz] = =5 |2 >2

—Zz
Xl = 5 |2 <3

Xl = 25 -5 = (zz—(zzz)(_zi)?)f 2<l2 <3

(X1]7] & X2]z] kan &ven erhallas fran Tab. 10:4 respektive Tab. 10:13)
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c)
xc[n] = 0,8"uln] +3 - 0,4"ug[—n]
—_— —,

=x1[n] =x2[n|

Pa motsvarande sétt som i uppgift a), sa erhalls

Xi[z] = ; |z] > 0,8
=

Xolz] =3 2] < 0,4

—z
z—04’

Konvergensomraderna fér de tva deltransformerna dverlappar inte, (snittet mellan dem &r
tomma miéngden) dvs. X;[z] + X2[z] har inget sammanhéngande konvergensomrade, vilket
innebér att X.[z] inte existerar (dvs. xz.[n] har ingen z-transform).

d)
zq[n] = 0,51" = 0,5" - u[n] +0,57" - up[—n]
—_— — —
1=xz1[n] i=x2[n]
Pa motsvarande siitt som i uppgift a) (eller direkt fran Tab. 10:4 respektive 10:13), sa erhalls

z

Xi[2] = ——. > 0,5
1] = — 05 |2 N
—z -z
Xo[2] = S 2
2l = s m o= Pl
X[ = X+ K] = — 2= L% g5 <2
- T 05 T 2-2 (2-05)(z—2)
4.3.2
Xz] e 2 -2 1 n -1
z  (z—e2)(2-2) z—e2 2z-2
= X[l = ——=- =5 = alnl=ailn] — 2]
———
=X [z] :=Xo[z]
Om |z| > e72 22184 4 (0] = e 2 u[n]
Om |z| < ™2 Lab. 10:13, z1[n] = —e " ug[—n]
Om |z| > 2 ob. 104, xa[n] = 2"u[n]
Om |z| < 2 =208y 4o [n] = —2"ug[—n]
a)
Konvergensomrade |z| >2 = z[n] = (e7*" —2") u|n]
b)

Konvergensomrade e 2 < [2| < 2 = x[n] = e *"u[n] + 2"ug[-n]

Konvergensomrade |z| < e ? = z[n] = (—e ?" +2") ug[—n]



