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Sammanfattning

Héar diskuterar vi andra ordningens linjira differentialekvatio-
ner som har losningar som utgér svingningar, ddmpade eller
oddmpade. Mer precist, om vi stor jamviktsldget (som &r noll),
sa far vi en periodisk l6sning till ekvationen, med en frekvens
som kallas systemets egenfrekvens. Speciellt tittar vi pa vad som
hénder nér vi paverkar systemet med en periodisk yttre kraft
med en frekvens som &r lika med denna egenfrekvens, det feno-
men som kallas resonans.
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1 Introduktion

Hér ska vi diskutera nagra tillaimpningar av andra ordningens linjéara differentialekvatio-
ner. Det gemensamma fér dem &r att det handlar om sviangningar, och da fr.a. sadana
som &r av pendelkaraktédr. Vi borjar med att diskutera situationer dér vi inte har nagon
démpning och ingen yttre kraft som paverkar systemet, for att sedan forst inféra dampning
och slutligen en yttre kraft. Vi borjar med att studiera losningar till den homogonea ekva-
tionen, d.v.s. vad som hénder nér vi stor systemet nér det &r jamnvikt. Vi ar intresserad
av nar vi far en svingande rorelse, sasom nér man séatter igang en gunga som hénger ner
fran borjan. En sadan svingning kallar vi systemets egensviangning. Med démpning ser
vi, foga forvanande, att motsvarande situation leder till en dimpad svéngning, sa att sy-
stemet vill aterga till jamviktsldget. Mest intessant blir det nér vi ldgger pa en yttre kraft
med en period som lika med systemets egensvingning, eftersom vi da far en forstéarkt
svangning - resonans.

2 Den elastiska pendelns ekvation

En elastisk pendel bestar av en massa m som héngts upp i en fjader. Lat y méta mas-
sans avvikelse fran jamviktslaget. Nar fjidern dras ut och slapps svianger massan peri-
odiskt kring sitt jamviktslage. Den aterforande kraften F &r en funktion av utslaget y
i forhallande till jamviktslaget och om inga andra krafter (typ friktion) &r inblandade,
sidger Newtons andra lag att massan ganger accelerationen &r lika med den aterférande
kraften, alltsa

my"(t) = F(y(t))-
Om svéngningarna ar sma, giller att vi atminstone approximativt kan sitta F(y) =

—ky (Hookes lag), diar proportionalitetskonstanten k kallas fidderkonstanten. (Notera att
F(0) = 0; i jamviktsldget ar ingen aterférande kraft inblandad.)

Om vi antar att Hookes lag géller, sa kan vi skriva differentialekvationen som

k
y"(t) +wiy(t) =0, wy = —

dér wq kallas vinkelfrekvensen. Denna ekvation har 16sningen

y(t) = acos(wot) + bsin(wpt) = Asin(wet + ¢),
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diar A = va? + b? ar sviangningens amplitud och ¢ kallas faskonstanten; hela uttrycket
wot + ¢ kallas fasvinkeln.

Tiden det tar innan en periodisk rorelse upprepar sig heter svingningstid och betecknas

med 7. I vart fall ges den av
27
T=—.
Wo
Antalet perioder per sekund, f = 1/T, kallas frekvensen, vilket betyder att wy = 27 f. Vi
méter oftast f i enheten Hertz (1 Hz &r 1/s) och w i rad/s.

Exempel 1 Betrakta en pendel som dr upphdngd i en punkt. En matematisk pendel dr
en idealisering av en sadan som innebdr att vi har en punktformad kropp med massan
m som ror sig i en cirkelbage pa avstandet | fran upphdngningsplatsen. Med andra ord,
upphdingningsanordningen viger ingenting och det som svinger dr endast en punkt. Denna
typ av idealiseringar fungerar ofta som forsta approrimationer for verkliga fenomen, och
renodlar det matematiska innehallet. Bland fenomen som vi kan idealisera pa detta sdtt
ar pendeln 1 ett pendelur och ett barn i en gunga.

Fér att matematiskt beskriva den hdr situationen wvill

vt anvdnda utslagsvinkeln 0 i figuren till hoger som av- 9
vikelse fran jamuviktsliget @ = 0. Vi vill beskriva hur
den varierar med tiden 6 = 0(t). !

Strickan som punkten rort sig fran wviloldget blir nu
lika med y(t) = 10(t) och av figuren framgar att den
aterforande kraften ges av F(0) = mgsinf ndr vin-
kelutslaget dr 0. Newtons andra lag innebdr da att

Fsi Fcosf

mlf"(t) = —mgsin 6(t).

Men vi vet att approzimativt géller att sinf ~ 0%, sd
for sma utslag gdller att

mlf"(t) = —mgf(t) & 0'(t) +wib(t) =0

_ /9
wo—\/;.

Det som bestammer hur pendeln svinger dr nu hur vi sdtter igang den. Om vi vrider upp
den en vinkel 6y och sedan slipper den, sa far vi en svingning som bestims av startvillkoret

dar

0(0) =6y,  6'(0) =0.

Om vi dessutom ger den en “putt”, sa far vi dndra det andra startvdrdet till '(0) = v,
dar v dr den vinkelhastighet pendeln har ndr den sdtts igang.

Anmdarkning Vi ser speciellt att pendeln har en svangningsperiod som ges av

T =2m4 ] —.
g
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Eftersom jorden inte dr en perfekt sfiar, utan snarare en ellipsoid, varierar gravitations-
konstanten g med var vi dr pa jordytan. I princip kan vi da anvdnda en (matematisk)
pendel till att bestdmma g pa en given plats, genom att bestimma perioden for en pendel
vars ldngd dr kdnd. Detta later dock enklare &n vad det dr, men man kan bygga vidare pa
idéerna (anviandande den fysikaliska pendeln nedan) och konstruera en speciell pendel,
reversionspendel, med vilken detta kan goras.

Exempel 2 FEtt vilkdant exempel pa ndr man utnyttjar att foremal har egenfrekvensener
ar stamgaffeln. Ndr man slar till den, borjar den vibrera med en speciellt frekvens, och
alltsa generera en speciell ton, med vars hjilp (och fenomenet svdvning) man kan stimma
andra instrument.?

Exempel 3 Andra ordningens differentialekationer dyker upp i den grundliggande elldran.

I figuren till hoger har vi en s.k. LC-krets som bestar av en spole och en kondensatorn

som dr seriekopplade. I ett seriekopplat system dr stromstyrkan i(t) lika stor dverallt, och

om vi later i, vara spdnningen dver spolen och vy spanningen
over kondensatorn, sa gdller for spolen att

L ___C

vr(t) = Li'(t)

medan det for kondensatorn gdller att
i(t) = Cup(t).
Vidare sdger Kirchoffs lagar att spinningssumman dr noll, vy +ve = 0, sa vi ser att
CLi"(t) = Cvy(t) = —Cup(t) = —i(t),

d.v.s. ]
"(t) +wii(t) =0, dir wy= NiTeh
Vi ser att losningen pa detta ar en harmonisk svingning enligt foljande definition.
Definition En svingning pa formen
Asin(wt + ¢)

kallas en harmonisk svingning.

Anmdrkning Vikan forsta LC-kretsen utifran ett elektromagnetiskt perspektiv pa foljande
sitt. Kondensatorn lagrar energi fran det elektriska féltet mellan sina plattor, beroende
pa hur stor spanningen &r, och spolen lagrar energi fran det magnetiska faltet, beroende
av hur stor stromstyrkan genom den dr. Om vi nu kopplar en spole till en laddad kon-
densator kommer strom att ga genom spolen och da bygga upp ett magnetiskt félt runt
det. Samtidigt reducera spanningen 6ver kondensatorn och nér det inte finns nagon ladd-
ning kvar i kondensatorn, och alltsa spédnningen &r noll, sa kommer stréommen &nda att
fortsitta, eftersom spolen motverkar dndringar i stromstyrkan. Hérigenom laddas kon-
densatorn upp med en spédnning med motsatt tecken. Denna strom drivs av en minskning
i det magnetiska filtet, sa den energi som behovs for att ladda kondensatorn tas fran det
magnetiska féaltet. Nar det magnetiska filtet helt forsvunnit dr nu istéllet kondensatorn
fullstdndigt laddat och cykeln startar om igen.
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3 Mer om pendlar

En fysikalisk pendel skiljer sig fran en matematisk pendel genom att massan har en
utstriackning och upphéngningen en massa. Ett barn som sitter i en ganga &ar inte en
punkt, ej heller den pendel som sitter i en Moraklocka. Vi ska nu se hur man kan modifiera
ekvationen sa att den tar hand om riktiga pendlar ocksa. For det modifierar vi forst
ekvationen sa att den far formen

—mlgsin(t) = mi*0"(t). (1)
Vi ska nu ge en alternativ tolkning av denna ekvation, vilken ska gora det mojligt for oss

att generalisera till verkliga pendlar.

Vinsterledet i (1) kan tolkas som gravitationskraftens (med storlek mg och riktad rakt
ned) vridmoment relativt upphingningspunkten. Newtons andra lag innebér att vridmo-
mentet 7 relativt en punkt P &r lika med Ipa, dar Ip ar kroppens troghetsmoment med
avseende pa punkten P och « #r vinkelaccelerationen kring P. Ip = ml? &r punktens
troghetsmoment relativt upphéngningspunkten, sa (1) dr precis Newtons lag for vrid-
ningar av en punktmassa runt en punkt.

Vi kan bestdmma rorelsen av en fysikalisk pendel genom att istéllet bestdmma rorelsen av
dess masscentrum (alltsa tyngdpunkt) C'M. Om kroppens troghetsmoment relativt dess
tyngpunkt ar Iy, sa géller att dess troghetsmoment relativt en punkt P pa avstandent
[ fran masscentrum enligt det s.k. parallellaxelteoremet (eller Steiners sats) &r

Ip = Iy +mi?,
dédr m ar pendelns massa. Det foljer att ekvationen for den fysikaliska pendeln blir
—mlgsin0(t) = Ipd"(t) = (Ioar +mi®)0"(t).
For sma pendelutslag far vi igen (den approximativa) ekvationen

2 _ . 2 mgl
9”(15) + w09(t) = O, dar Wy = m

Sa matematiken dr densamma, det dr bara ingangsdata som forst ska transformeras.

Exempel 4 Om den fysikaliska pendeln utgors av en liten kula med massa m och radien
r sa blir Icyr = 2mr?/5 och alltsd

Wo da r—0,

mgl \/E 1 \/E
= —-— = P —S_ % —_
2,2 2
=mr? +ml [ /1 25?22 l
alltsa da kulan blir en punkt.

Exempel 5 En ring med massan m och radien r som hdnger i en punkt pa den (som
orhanget i figuren till héger) har tréghetsmomentet kring en azxel genom dess masscentrum
som dr mr?. Det betyder att svingningsperioden kommer att bli

AL Sy L S
Wo mgr g
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eftersom i detta fall dr | = r. Om ringen har en diameter pa kring 10 c¢cm blir perioden
ungefir 0.6 s.

F.o. gdller att ndr vi promenerar svinger vi alternerande benen i pendelrorelser. Om vi
approzimerar benen med en tunn stav med lingd [, sd gdller att Icyr = mi?/12, fran vilket

v ser att
> _ 39

W = 5
Med en benldingd pa d = 1 meter blir periodlingden ungefdar 1.6 s, sa varje steg tar ungefar
0.8 s. Vi ser att 6rhdinget svinger ungefdr i takt med gangen.

Innan vi avslutar detta avsnitt, nagra ord om den inverterade pendeln. Om vi istéllet for
att lata pendeln hdnga ner i sin upphéngspunkt, tar och vrider den ett halvt varv, sa
kommer den i ett annat jamviktsldge. Om vi skriver ¢ = m — 6, sa blir pendelns ekvation

mglsin ¢ = mglsin(r — 0) = I[pd" = —Ipg”,
vilket for sma utslag blir den approximativa differentialekvationen

mgl

2, .. 2
¢// — w0¢ = 0, dar Wy = m

Vi ser att jamviktslaget ar instabilt; 16sningarna pa denna ekvation har formen
B(t) = Ae*" + Be 0!,

Hér kommer den forsta termen att véxa (till sitt absolutbelopp) da t okar, och alltsa
kommer ¢(t) att oka. Det betyder att jamviktstillstandet &r instabilt, vilket stimmer vl
med vara erfarenheter av att stélla en tunn pinne pa hogkant.

4 Dampade svingningar

I praktiken sker det alltid energiforluster under svingningar, sasom friktion eller nagot
liknande. Det betyder att forutom den aterférande kraften finns ocksa en bromsande kraft.
Om vi antar att den &r proportionell mot hastigheten, vilket dr en vanlig approximation,
sa far Newtons ekvation formen

my"(t) = —ky(t) — by'(¢).

Héar infor vi vinkelfrekvensen wg som ovan, samt en dampningsfaktor ¢ som definieras
genom att vi skriver b = 2(w. Ekvationen far da formen

Y () + 2Cwoy' (1) + wiy(t) = 0.
Rotterna till dess karakteristiska polynom
r? + 2Cwor + Wi

ges da av
re =wo(—C £/ —1).

V1 har nu tre fall:
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a) Om ¢ > 1 har vi tva reella rotter, vilka da bada &r negativa, och den homogena
l6sningen ges av
y(t) = A" + Be' !,

som snabbt blir noll. Ett sadant system ségs vara éverdampat.

b) Om 0 < ¢ < 1 har vi tva komplexa rotter. Da ges den allmédnna 16sningen till den
homogena ekvationen av

y(t) = e (A cos(wgt) + Bsin(wgt)), wa= wor/1 — (2.
Losningarna gar nu ocksa mot noll, men svingande. Systemet ségs vara underddmpat.

¢) Nér ¢ =1 har vi en reell dubbelrot och l6sningen till den homogena ekvationen ges
da av
y(t) = (At + B)e ™"

som &r den 16sning som snabbast gar mot noll. Systemet ségs vara kritiskt dampat.

Dessa fall ar illustrerade i figuren nedan. Den strickade kurvan &r fallet ( = 0, da
sviangningen, som alltsa dr en harmonisk svingning, d&r oddmpad. Den bla, heldragna,
kurvan ar det kritiskt dimpade fallet — det &r i den situationen som systemet atervéinder
till sitt jamviktstillstand snabbast.

i

Exempel 6 Vi om vi tar pendeln som exempel, sa sker energiforluster typiskt gemom
friktion ndr pendeln svinger fram och tillbaka. Om vrider pendeln och slapper den, sa dr
det klart att om friktionen dr riktigt stor, sa kommer pendeln att bara langsamt ta sig ner
till sitt minimavdrde, som for den réda kurvan. Ar friktionen mindre, men finns, sd kom-
mer pendeln att svinga fram och tillbaka, med allt mindre amplitud for varje svingning,
som i den grona kurvan. Slutligen, om det inte finns nagon friktion alls, kommer pendeln
att svanga fram och tillbaka utan att amplituden avtar alls.

Anmdrkning Ligg mérke till att i fallet med en ddmpad svéngning, alltsa fallet b) ovan,
sa kommer svingningsperioden inte att vara T = 27 /wp, utan T = 27/wy, som beror
bade av wg och (. Nar ( — 1 giller att T — oo, vilket svarar mot att den dampade
svangningen Overgar i det kritiskt dimpade fallet. Denna reprsenterar darfor ett gréinsfall
av ddmpad svingning med oéndligt lang period.



Om svéngningar och resonans 7 (10)

5 En odampad, tvungen, svingning

Om man vill fa ett mekaniskt system att svinga med konstant amplitud mase man tillfora
energi for att kompensera for mer eller mindre stora forluster. Nér energitillforseln sker
med en frekvens som Overensstammer med systemets egenfrekvens kan en lite paverkan
ge sviangningen en stor amplitud, vilket kallas resonans. Med lika stor paverkan men med
en frekvens som rejilt avviker fran egenfrekvensen blir svingningsamplituden mycket
mindre. De flesta mekaniska system har manga sadana resonansfrekvenser, medan en
pendel endast har en (tédnk pa en gunga).

Antag att var elastiska fjadder utsdtts for en yttre drivande kraft. Vi kan t.ex. gunga
barnet i gungan genom att periodiskt skjuta pa gungan. Den drivande kraften ska da in
i hogerledet for Newtons tredje lag, och vi far efter omskrivning ekvationen pa formen

Y () + 2Cwoy'(t) + wiy(t) = (1),
dér f(t) ar den drivande kraften dividerat med massan m.

Det fall vi ar intresserade av ar nér den drivande kraften &r periodisk:
f(t) = Bsin(wt)

for nagon frekvens w. Hér kan vi anta att B = 1, ty om vi 16ser problemet med detta B,
sa far vi 16sningen till det ursprungliga problemet genom att multiplicera l6sningen for
B =1 med B. Vidare ar vi intresserade av situationen nér den karakteristiska ekvationen
har komplexa rotter, sa vi antar att 0 < ¢ < 1. I den situationen &r det typiskt enklare
att betrakta den komplexa differentialekvationen

Y (t) + 2Cwoy/ (t) +wiy(t) = .

Om vi l6ser den, sa blir 16sningens imaginérdel 16sningen till den ursprungliga ekvationen.
Det vi framfor allt &r intresserade av ér att forsta hur 1osningen ser ut efter lang tid.

Vi vet da fran den allmiinna teorin for linjira differentialekvationer® att den allminna
16sningen ar summan av den allmédnna homogena l6sningen, som vi bestédmde i féregaende
avsnitt, och en partikuldrlosning. For att hitta en partikulérlosning skriver vi

y(t) = 2(t)e™
och ser da efter lite rdkningar att z(¢) ska uppfylla ekvationen
2" 4 2(iw 4 Cwp) 2’ + (—w? + 2iCwow + wd)z = 1.
Om koefficienten framfor z hér dr # 0, sa ser vi att en partikuldrlosning ges av

ezwt

t) =
up(t) 2iCwow + wi — w?’

och lagger vi till den homogena l16sningen har vi bestdmt den allménna losningen.

For att koefficienten framfor z ska vara noll maste bade real och imaginérdel vara, vilket
i sin tur betyder att { = 0 och att w = wy. I det fallet blir ekvationen z” + 2iwgz’ = 1 och
om vi tar z sadan att 2’ = 1/2iwy, alltsa t.ex. z(t) = t/2iwy, sa far vi partikuldrlosningen
20!

wo

yp(t) ==
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Det vi kommit fram till &r viktigt, sa lat oss sammanfatta situationen. Vi har visentligen
tva fall.

Om vi inte har nagon dampning, alltsa ¢ = 0, sa har ekvationen

() +wdy(t) = e

16sningen
) eiwt
t) = Aezwot + Be—zwot +
y(t) wg — 2
om w # wp, men
1 iwot
y(t) = Ae™°! 4 Be ™ot 20t
wo

om w = wy. | det forra fallet har vi svingningar med begrédnsad amplitud, medan vi i
fallet w = wp far en svéngning som har en standigt tilltagande amplitud. Med andra ord,
tonen wy tilltar mer och mer i styrka. Det ar detta vi kallar resonans.

I fallet ndr 0 < ¢ < 1 sa géller att den homogena losningen gar mot noll med tiden.

Den delen av losningen mérks dérfor endast en kort stund, och kallas i svengelskan en

transient. Partikulédrlosnignen diaremot &r en svingning med frekvensen w och amplitud
1

V(WE = w?)2 + 4dw(?

Uttrycket innanfor kvadratroten kan skrivas
(wh — 2wiw?(1 — 2¢%) + w*

= (@ - w1 -2 Hup(l- (1 -2 1
vilket har sitt minimum da w; = wyy/1 — 2¢2. 3]

Det ar alltsa den frekvens som ger maximal amp-
litud for 16sningen till differentialekvationen. 17

Exempel 7 Aven den “fullstindiga” andra ] 0.5 ol L5
ordningens linjdra differentialekvation med kon- - “o
stanta differentialekvationer dyker upp i elldran. Dimpningen astadkoms da genom att
man infor ett motstand 1 kretsen.

I figuren till héger har vi en s.k. RLC-krets som i det hdr fallet bestar av ett motstand,
en spole och en kondensator om dr seriekopplade, tillsam- I
mans med en spanningskdlla. Enligt Ohms lag gdller att vg =

Ri, dar i dar kretsens stromstyrka, sa Kirchoffs spdnningslag

vr(t) + vo(t) +vr(t) = V(t) ger nu att (se Exempel 3) V(t)T —

R 1
-/ - -/ - . —
i"(t) + 7! () + LCz(t) V(t). "
Jamfort med Exempel 8 har vi alltsa dels infort en drivande

kraft i form av spanningskdllan, dels infort en dimpande faktor i form av motstandet,
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Exempel 8 Principen bakom radion dr att en radiostation sdander ut radiovagor med
iformation om tal eller musik © form av elektromagnetiska vagor. Dessa tolkas och om-
vandlas sedan till informationen i radioapparater. Det radiostationen sinder ut dr en
hégfrekvent elektromagnetisk vag, kallad bdrvagen, som har modifierats enligt det énskade
ljudet. Innan den digitala tidsaldern kunde detta goras pa tva olika sdtt: man kunden an-
tingen manipulera amplituden pa barvagen, vilket leder till en AM (amplitudmodulerad)
radio, eller sa kunde man manipulera frekvensen, vilket leder till en FM (frekvensmodu-
lerad) radio. Som tillimpning pa teorin i denna artikel ska vi titta ndrmare pa aspekter
av hur en AM radio fungerar.

For att forenkla diskussion lite antar vi att barvagen dr en enkel sinusvag med frekvens f.,
vilken typiskt ligger i storleksordningen 600-1500 kHz, vilket ska jamfiras med det horbara
spektrat som dr omkring 0-15 kHz. Antag nu att vi vill sinda en ton med frekvens f, i
det horbara spektrat. Radiostationen modulerar da signalen, sa att den istdllet for vagen
sin(27 f.t) sinder ut vagen

(1 4+ 2ccos(2m f,t)) - cos(2m f.t),
ddr c dr ett tal mellan 0 och 1/2. Men detta uttryck kan vi skriva om som

cos(2m fet) + cos(2m(f. + fa)t) + cos(2m(fe — fa)t).

Den modulerade signalen sinder alltsa ut sidobands-frekvenserna f. + f, och f. — fa,
forutom bérsignalsfrekvensen f,.

Anmdrkning For att fa bra ljud for t.ex. musik maste man hér anvéinda frekvenser pa upp
till 15 kHz i sidobanden, men reglerna for AM radio ar satta sa att varje station endast
far anvanda frekvenser pa 5 kHz pa var sida om bérsignalsfrekvensen. Alltsa kommer man
bara at en del av det horbara spektrat, som déarfor limpar sig battre for tal an for musik.

En gammal klassisk AM radio fungerade i princip sa att en elektrisk krets 1 radion paverkas
av de frekvenser man stdller in den pa som finns i etern. Det betyder att den drivande
ekvationen dr

y'(t) + 2Cwoy’ (t) +wiy(t) = f(t)

ddr vansterledet beskriver kretsen, ddr wq dr den frekvens man stdller in radion pa och 0 <
¢ <1, medan f(t) den yttre vagen. Liksom tidigare, antag for enkelhets skull att f(t) =
e“t. Da sdg vi i foregiende avsnitt att vi far mazimal amplitud pa y(t) néir we kommer
ndara den mazimala frekvensen wy, sa det vi gor ndr vi forséker hitta en viss station dr
att skruva till den elektriska kretsen sa att bdarvagens frekvens blir resonansfrekvens for
kretsen.

6 Den svingande stringen

Hittills har vi tittat pa problem som utgors av s.k. begynnelsevirdesproblem, d.v.s. vi
har en linjar andragradsekvation och for att fa 1osningen bestdmd ldgger man villkor
pa funktionen och dess derivata i en punkt, vanligen da ¢ = 0. Sadana problem kallas
begynnelseviardesproblem.
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Det finns emellertid en annan typ av problem som ocksa ér viktiga. En svingande stréng
av langd [ som &r fést i &ndarna kan ocksa beskrivas av en andra ordningens linjar differen-
tialekvation, men da &r situationen lite annorlunda. Den ekvation som driver stréngen ar
egentligen en partiell differentialekvation som kallas vagekvationen, och funktionen y(¢, x)
som beskrivs dr avvikelsen for strangen vid platsen x vid tidpunkten ¢ fran jamviktslaget.
Men en sadan l6sning kan visas vara en summa av l6sningar pa formen y(t, x) = a(t)u(z),
dér u(z) ska 16sa ekvationen
u”(z) + wiu(x) = 0.

Dess l6sningar kommer att definierar vilka frekvenser som produceras av den svingande
striangen, och vi vet att den allménna l6sningen till denna ekvation &r

u(x) = Acos(woz) + B sin(wpx).

Men nu har vi bivillkoret

u(0) =0, wu(l)=0,
eftersom vi antar att stringen dr fist i sina dndar, sa dessa kan inte rora sig. Det gor att
alla frekvenser wq inte kan forekomma, utan bara vissa.

For att se det, notera forst att eftersom u(x) = 0 maste A = 0. Losningen maste alltsa
vara pa formen u(z) = Bsin(wpx). Men det andra villkoret, u(l) = 0, medfor da att

Bsin(wpl) =0 <« B =0 eller wyl = nmw

for nagot heltal n. Det betyder att endast wy pa formen nz/l kan férekomma. Vi ser
hédr att vi far en basfrekvens, 7/l, svarande mot n = 1, och sedan en Gvertonsserie av
frekvenser som ar proportionella mot dessa. Detta &dr 6vertonsserien som uppkommer nér
vi slar till en gitarrstrang.

Historien kring detta &dr emellertid intressantare i ett sammanhang nér vi kan ndrmare
diskutera varifran ekvationerna kommer, och olika variationer pa den. Sa vi ndjer oss med
denna observation hér.

Noteringar

1. Den icke-linjdra ekvationen diskuteras i artikeln Den matematiska pendeln.
2. Egentligen &r situationen hér mer komplicerad, se sista avsnittet

3.Se t.ex. Om lésandet av linjira (ordindra) differentialekvation





